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3.4. Okruhy

Definice 3.4.1:

Okruh je algebraicky systém <A;+,.> se dvéma zdkladnimi bindrnimi ope
racemi a s ndsledujicimi vlastnostmi:
. <A;+> je Abelova grupa, tzv. aditivni grupa okruhu,
. <A;.> je grupoid, tzv. multiplikativni grupoid okruhu,

operace + a . splfiuji distributivni zdkony /nésobeni vzhledem k s&ité

ni/:
a.(b+c)=a.b+a.c, (a+b) .c=a.c+b.c

/p¥ijimédme konvenci podle které m& nésobeni prioritu p¥ed sciténim/.

Asociativni okruh je okruh s asociativnim nésobenim.
Komutativni okruh je okruh s komutativnim ndsobenim.

Okruh s jednotkovym prvkem je asociativni okruh s jednotkovym prvkem
vzhledem k nésobeni.

pP¥iklady 3.4.1:

KI;+,.>, <R;+,.>, <C;+,.> ... okruh celych, redlnych a komplexnich &i
sel - asociativni a komutativni okruhy s jednotkovym prvkem
<Zgi*+,.> ... okruh zbytkovych t¥id modulo m - asociativni a komutativ

ni okruh s jednotkovym prvkem

<Rpypi*,.> ... okruh redlnych c¢tvercovych matic n-tého ¥adu - asociati
vni okruh s jednotkovym prvkem, nekomutativni

Véta 3.4.1:

Jednotkovy prvek aditivni grupy okruhu je nulovym prvkem jeho multipl
ikativniho grupoidu. Tento prvek nazyvame nulovym prvkem okruhu a oznadujem
e 0.

Dukaz:

a.a = a.(a+0) a.ata.0 = a.0=0 ,
a.a = (a+0).a = a.a+t0.a = 0.a=0

Definice 3.4.2:
Délitelé nuly jsou dva nenulové prvky okruhu, jejichZ soudin Jje roven
nule, tj. prvky a,b pro které plati:
a0 0O Db#0 0O a.b=0.

Obor integrity je asociativni a komutativni okruh /s aspoil dvéma prvk
y/ ve kterém neexistuji d&litelé nuly.

p¥iklady 3.4.2:
Okruh c¢tvercovych matic n-tého Ya4du obsahuje délitele nuly. Tak nap?.
v <Rgo i+, .> mame
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+ V okruhu <Z,;+,.> plati 2.2=0 , tento okruh obsahuje dé&litele nuly.
. Okruhy <I;+,.>, <R;+,.>, <C;+,.> jSOU obory integrity.

==y
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Véta 3.4.2:
Okruh <A;+,.> je oborem integrity préaveé tehdy, kdyZ lze v okruhu krat
it nenulovym prvkem, tj. kdyZ pro a#0 plati:
a.b=a.c = b=c, b.a=c.a = b=c

Dlikaz:
1. Necht <A;+,.> nemd d&litele nuly. Potom pro a#0 plati:
a.b=a.c » a.b-a.c=0 = a.(b-c)=0 = b-c=0 = b=c
a tedy lze kratit nenulovym prvkem.
2. Necht <a;+,.»> mé délitele nuly, tj. existuji prvky a#0, b#
0 takové, Ze a.b=0. Potom krécenim platného vztahu a.b=a.0 /nebot a.0=0/
dostaneme b= coZ je spor s pY¥edpokladem b#0. Kratit tedy nesmime.

vVéta 3.4.3:
Okruh Zpi*, > je oborem integrity préavé tehdy, kdyZ p je prvodislo.

Dlukaz:
Jest Zp={0,1,2,...,p-1}, m,nl]Zp = m,nb{0,1,2,...p-1}.
1. Necht p je prvodislo. Tedy neexistuji &¢isla m,nl
{0,1,2,...p-1} takovéd, ¥e m.n=p a tedy ani t¥idy m,nl

Zp takové, m.n=0. Neexistuji tedy d&litelé nuly.

2. Necht p neni prvocdislo. Tedy existuji &isla m,n0
{0,1,2,...p-1} takova, ZYe m.n=p a tedy také t¥idy m,nDZp, m, n#
0 takové, m.n=0. Existuji tedy d&litelé nuly.

Definice 3.4.3:
Téleso je asociativni okruh, JjehoZ nenulové prvky tvo¥i grupu vzhlede
m k nasobeni.

Pole je komutativni téleso.

P¥iklady 3.4.3:
: <R;+,.>, <C;+,.> jsou komutativni télesa, neboli pole.
Nasledujici tabulka definuje kone&ny okruh <Zs;+,*> /asociativni, kom
utativni a s jednotkovym prvkem/, ktery je oborem integrity, t&lesem 1 p
olem.

N k(o] +
Nvikr|fo]o
o[v|r|k
Rlo[nv]n
N k(o] *
o|o|o]o
v Rr|o|r
riv[o]n

Prvek 0 je jednotkou aditivni grupy okruhu, nulou multiplikativniho g
rupoidu okruhu a nulou okruhu. Prvek 1 Jje jednotkou multiplikativniho gr
upoidu a jednotkou okruhu. MnoZina nenulovych prvka okruhu {1,2} tvo¥i g
rupu vzhledem k nésobeni
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Nasledujici tabulka definuje kone&ny okruh <Z,;+,*> /asociativni, kom
utativni a s jednotkovym prvkem/, ktery neni oborem integrity.

W|IN|(Rr|O]| +
w|Nh|(Rr|]Oo|O
O|lWIN(R]EF
RIO|lWIN]|N
NR|O(fw]w
WIN[(R|O]| *
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Plati 2*2=0, prvek 2 je tedy délitelem nuly.

. <I;+,.> neni té&lesem a tedy ani polem.
«+ MnoZina reguld&rnich <&tvercovych matic je télesem, ale nikoliv polem.

Véta 3.4.4:
Té&leso neobsahuje dé&litele nuly.

Dukaz:

Sporem. Necht existuji a#0, b#0 takové, Ze a.b=0. Potom plati:
b=1.b=(a 1.a).b=a 1. (a.b)=a"1.0-=0,
coZ je spor s predpokladem b#0.

Véta 3.4.5:

KaZdy konedny obor integrity je t&leso a to dokonce komutativni /pole
/

Konecné té&lesa se nazyvaji Galoisovymi télesy.
Dukaz:

ObtiZny.
P¥iklady 3.4.4:

Okruh Zpiti >, kde p je prvocislo je konelnym oborem integrity a ted
v 1 Galoisovym té&lesem.

. Véta:
<22;0,n>, kde A je libovolnd mno¥ina, O
je operace symetrického rozdilu a n
operace pruniku, je okruh /asociativni, komutativni a s jednotkovym prv
kem. Tento okruh neni oborem integrity.
Dlkaz:
Pripomerime definici symetrického rozdilu:
xOy = xOy-xny = xny’ O x'ny.
Nejprve se presvdddéme, ¥e <22;0
> je Abelova grupa, tj. Ze pro operaci U
plati axidémy UN,AS,JE,IN,KO. Platnost axidémi AN,KO je evidentni, jednot
kovym prvkem je prazdna mnoZina U
a inverznim prvkem k prvku x je prvek x s&m /o platnosti axiému JE a IN
se presvéddime dosazenim téchto prvkt do definiéni rovnosti symetrickéh
o rozdilu/. Platnost axidému AS ov&¥ime na mnoZinovém obrdzku 3.4.1. Syst
ém mnoZin {a,b,c,d,e,f,g} tvo¥i rozklad mnoZiny xOylz. Plati:
x = alblOdOe, vy = bUclelf, =z = dlelflg,
xOy = aldOcOf, vyOz = bOcOdOg,
(xOy)Oz = alcOelg = xO(yOz) .
Dale se p¥esvdddime, Ye <28;n
> je komutativni, asociativni grupoid s jednotkovym prvkem, tj. Ze pro o
peraci n
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plati axidémy UN,AS,KO,JE. Platnost axidémi je evidentni, jednotkovym prv
kem je mnoZina A.

[ x ™\
~

\_ i J obr.3ad

Zbyva dokédzat platnost distributivnich zékont. Vzhledem ke kumutativi
t& operace pruniku stacdi dokazat pouze jeden distributivni z&kon, napf.
levy:
zn (xOy) = (znx)O(zny) .
Tento axidém mlUZeme proveé¥it na mnozinovém obrdzku 3.4.1 stejnym zpusobem
Jjakym jsme oveé¥ili asociativitu symetrického rozdilu.

KaZ?dé dvé& disjunktni podmnoZiny mnoZiny A jsou d&ltelé nuly okruhu /p
rédzdnd mnoZina je nulovym prvkem okruhu/. Okruh <22;0,n
> tedy neni oborem integrity.

Véta:
Necht 0O, O
jsou bindrni operace na mnoziné celych ¢isel I definované takto:
xOy = x + vy + 1, xOy = x.yv + x + vy
Potom <I;0,0
> je komutativni a asociativni okruh s jednotkovym prvkem.
Dlkaz:
Snadno doké&Zeme, Ze <I;[
> je Abelova grupa. Jednotkovym prvkem aditivni grupy /a nulovym prvkem
okruhu/ je ¢islo -1 a inverznim prvkem prvkem k ¢islu x je &islo -x-2. S
tejn& jednoduché je 1 ov&¥eni axidémiu AN,AS,KO,JE pro operaci U
Jednotkovym prvkem multiplikativniho grupoidu je ¢islo O.
Zbyva ové¥eni distributivniho zékona:
zO (xOy) = z0O(x+y-1) = z.(x+y-1)+z+ (X+y-1) = z.X+z2.y+X+y-1 =
= (z.xX+z+y) + (z.y+z+y) -1 = (z.x+z+y)O(z.y+z+y)= (z0Ox)O(zOy) .



