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3.3. Svazy

V kapitole 2.4. jsme definovali svaz Jjako uspo¥ddanou mnoZinu, jejiz
kaZdé prvky maji uvnit¥ této mnoZiny supremum a infimum, tj. definovali jsm
e svaz jako relac¢ni strukturu. V této kapitole budeme definovat svaz rovnoc
ennym zpusobem jako algebraickou strukturu a budeme se podrobné&ji zabyvat n
gkterymi specidlnimi druhy svazu.

Podobné& jako grupoidy, tvori i svazy skupinu pfibuznych algebraickych
systémi. Na rozdil od grupoidl, které jsou zaloZeny na jediné vychozi biné
rni operaci, maji svazy dvé zdkladni bindrni operace s dudlnimi vlastnostmi

V kapitole 3.4. budeme studovat t¥eti skupinu algebraickych systémi,
tzv. okruhy, které opét vychdzeji ze dvou zdkladnich bindrnich operaci, nik
oliv v8ak navzdjem dudlnich.

Definice 3.3.1:
Svaz /angl. lattice/ je algebra <L;U,n
> se dvéma zékladnimi bindrnimi operacemi 0O /spojeni/ a n
/prusek/, které maji nédsledujici vlastnosti /spliiuji nédsledujici axidmy/:
« Univerzalita a jednoznacnost:

(Ox,vy) (O z) [xOy=z] UNs

(Ox,y) (Ohz) [xny=z2] UNp
« Asociativita:

(Ox,vy,z) [ (xOy)Uz=xO (yOz) ] ASs

(Ox,v,z) [(xny)nz=xn (yNnz)] ASp
.  Komutativita:

(Ox,y) [xOy=yOx] KOs

(Ox,vy) [xny=ynx] KOp
- Absorpce:

(Ox,vy) [xO(xny) =x] ABs

(Ox,y) [xn (x0y) =x] KOp

Axidémy charakterizujici operace spojeni a pruseku jsou navzdjem dudln
/axibémy XXp vzniknou z axidémi XXs vzajemnou zam&nou operdtorul a n
a tedy také samotné operace jsou navzajem dudlnimi.

~

P¥iklady 3.3.1:

. Mno¥inovy svaz <28;0,n
>: systém v8ech podmnoZin mnoZiny A vzhledem k operacim sjednoceni a pru
niku.
- Elementdrni logicky svaz <{0,1};0,0
>: mnozina pravdivostnich hodnot vzhledem k operacim disjunkce a konjunk
ce.
<R;max,min>: mnozina v8ech redlnych ¢isel vzhledem k operacim maxima
a minima.
<N;nsn,nsd>: mnozina vSech pt¥irozenych ¢isel vzhledem k operacim nejm
engiho spoledného ndsobku a nejvétdiho spoledného délitele.

véta 3.3.1:

1. zakony idempotence:
(Ux) [x0Ox=x] IDs
(Ox) [xnx=x] IDp

2. (Ox,y) [xOy=y < xny=x]
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Dlikaz:
Ad 1) IDs: (1) x0O(xny)=x axidém ABs
(2) xO(xn (x0x))=x z (1) dosazenim y:=x0x
(3) x0Ox=x z (2) podle axidému ABp
IDp: dudlné
Ad 2) =: (1) xOy=y pr¥edpoklad
(2) xO(xny)=xny z (1) dosazenim y:=xUy
(3) x=xNny z (2) podle axidému ABs
a duélné
Véta 3.3.2:

Definujme na nosic¢i svazu <L;U,n> relace 0,0 takto:
xOy  =gef xUy=y,
xUy <gef xUy 0O x#y.
Potom: 1. Relace U je uspofddédnim, tj. m& vlastnosti RE,AN,TR.
Relace O je ostrym uspofddédnim, tj. m& vlastnosti IR,AS,TR.

Dukaz:
Ad 1) RE: xUx=x = x[x
AN: xly, yUx = x0y=y, ylx=x = x=y
TR: xUy, yUz = xUy=y, ylz=z = (xUy)Uz=z = x0(yUz)=2z =
= xlz=z = x0z
Ad 2) IR: sporem: x[x = xlx=x [ x#x
AS: sporem: xUy, ylx = xUy=y O ylx=y 0O x#y = x=y U x#y
TR: xUy, ylz = xOy=y O ylz=z 0 xzy O y#z = (xUy)Uz=z 0 x#z
= xU(ylOz)=z O x#£z = xlz=z 0 x#z = xUz

vVéta 3.3.3:
Operace spojeni a pruseku ,n jsou - vzhledem k uspofadani 0
- supremem a infimem /porovnej s definici 2.4.3 pro p¥ipad dvouprvkové mno
Ziny M={x,y}/:

xOxOy, yUOxOy SUP1 /xUOy je horni zévora/
xz, ylz = xUy0 z SUP2 /xUOy je nejmendi horni zévora/
xnylx, xnyly INF1 /xny je dolni zévora/
zOx, zOy = zOxny INF2 /xny je nejvétdi dolni zévora/
Dukaz:
SUP1: (1) xUy=x0y identita /axidém rovnosti/
(2) (xOx)Oy=x0y z (1) s vyuzitim ID
(3) xO(x0y)=x0y z (2) s vyuzitim AS
(4) xUOxOy ze (3) podle definice U
SUP2: (1) x0z, yUz pr¥edpoklady
(2) xUz=z, yUz=z z (1) podle definice [
(3) (xOz)0(yOz)=z0z spojenim rovnosti z (2)
(4) (xUy)Uz=z ze (3) s vyuzitim AS,KO,ID
(5) xUyUz z (4) podle definice [
INF1, INF2: dokéazi se obdobné& jako vlastnosti SUP1, SUP2.

Poznamky 3.3.1:

1. Definujeme-1i obrdcen& operace U, n
pomoci vlastnosti SUP1, SUP2, INF1, INF2 jako supremum a infimum, pak m
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uZeme dokazat, Ze takto definované supremum a infimum spliiuje axidémy UN,
AS, KO, AB /s,p/.

Dukaz:

UNs: Samozfejmé.

ASs: OznalCme d=all(blc), f=(alb)lc a dokaZme fld a dOf, tj. d=f.

(1) ald podle definice prvku d

(2) bOcOd podle definice prvku d

(3) bOd z (2)

(4) cOda z (2)

(5) albld z (1) a (3) podle SUP2

(6) (alb) OcOd z (5) a (4) podle SUP2

(7) fOd z (6) podle definice prvku f

df se doké&Ze obdobné&.
KOs: Oznadme c=allb, d=bla a dokaZme c=d.

(1) alc podle definice prvku c
(2) bOc podle definice prvku c
(3) bOalc z (1) a (2) podle SUP2
(4) dOc z (3) podle definice prvku d

cld se doké&Ze obdobné&.
ABs: Oznaclme c=al(anb) a dokaZme c=a.

(1) alc podle definice prvku c a SUP1
(2) anbla podle INF1

(3) ala reflexivita O

(4) al(anb)Oa z (3) a (2) podle SUP2

(5) cOa z (4) podle definice prvku c
(6) c=a z (1) a (5) a antisymetrie 0O

UNp, AAp, KOp, ABp se dokaZi obdobné.

Vé&ta 3.3.3 spolu s p¥edchozi poznamkou ukazuji, Ze pojem svazu lze de
finovat dvojim naprosto rovnocennym zpUusobem:
- jako reladéni strukturu <L;[>, kde O
je tzv. svazové usporadani mnoziny L, tj. uspofddidni ve kterém exist
uji ke kaZym dvéma prvkum supremum a infimum spliiujici axidémy SUP1, 2
a INF1,2/ - viz definice 2.4.4.
. jako algebraickou strukturu <L;U,n>, kde U, n
jsou operace splifiujici axidémy UN,AS,KO,AB-s,p/- viz definice 3.3.1.

Definice 3.3.2:
Uplny svaz je svaz <L;0
> s vlastnosti: nejenom ke kazdym dvéma prvkum z L existuji v L supremum a
infimum, ale dokonce k libovolné neprdzdné podmnoziné& Al
L existuje v L jeji supremum supA a infimum infA.

Poznamky 3.3.2:

1. ProtoZe LO
L, mda 1 L v L své supremum, tzv jednifku svazu l=supl a infimum, tzv. nu
lu svazu 0=infL.

2. Kazdy konedny svaz je uplny.

3. Nekonecény svaz nemusi byt UGplny. Tak nap¥. svaz <Qn<1,2>;<
> raciondlnich &isel z uzavifeného intervalu <1,2> s p¥irozenym usporadan
im <
neni Uplny, nebot rostouci posloupnost racionalnich ¢isel z tohoto inte
rvalu, konvergujici k iraciondlnimu ¢islu opé&t z tohoto intervalu, neméa
v tomto intervalu supremum. Naproti tomu obdobny svaz <RN<1,2>;<
> redlnych ¢isel Uplny je.
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4,
7Z existence jednicky a nuly svazu nevyplyva Uplnost svazu. Tak napt.
nelplny svaz <Qn<1,2>;<> mé nulu /&islo 1/ 1 jednicku /&islo 2/.
Véta 3.3.4:

Necht <L;0O
> je Uplny svaz. Potom pro nulu /0/ a jednicku /1/ svazu plati:

. x0o0=00x=x NUs xN0=0Nnx=0 NUp

. x01=10x=1 Jes XxNl=1nx=x JEp
Dlkaz:
. 0o0x0O1 podle definice nuly a jednicky svazu
. 00x = odx=x = 0nx=0 podle definice relace O a vé&ty 3.3.1
. x01 = x01=1 = xnil=x podle definice relace O a vé&ty 3.3.1

Definice 3.3.3:
Distributivni svaz je svaz ve kterém plati axidmy distributivity:
. x0O(ynz)=(xOy)n (xOz) DIs
. xn(yOz)=(xny)O(xnz) DIp

Poznamka 3.3.3:

Jedné se o levé distributivni zdkony. Plati také pravé distributivni
zdkony, neni v8ak nutné je postulovat jako axidmy, protoZe je moZné je odvo
dit pomoci levych distributivnich zdkontu a zdkont komutativity.

vVéta 3.3.5:
V distributivnim svazu plati:
xUy=x0z 0 xny=xnz = y=2z.

Dlukaz:

yv=yl (xny) =y (xnz)=(yUx)n (yOz) = (xOz) n (yz) = (xUy) nz=(xUz)nz=z.
PouZili jsme postupné: AB, predpoklad, DI, pfedpoklad+KO, DI, predpoklad, A
B.

Poznamka 3.3.4:
Pro grupové nésobeni plati pravidla o kréceni /viz v&ta 3.2.1/
X.y=X.z = Y=z, V.X=Z2.X = Yy=2.
Pro svazové spojovani a protindni obdobné pravidlo neplati, viz nap¥.:
{1,2,310{2,3,4}={1,2,330{3,4},
{1,2,31n{2,3,4}={1,2,3}In{2,3,4,5}.

Véta 3.3.6:
Svaz je distributivni préavé tehdy, kdyZ neobsahuje podsvaz isomorfni
se svazem typu pentagon /viz obr.3.3.1/ nebo diamant /viz obr.3.3.2/.
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* 1
a
e a Q) ()
b
0 0
Obr.3.3.1. Pentagon Obr.3.3.2. Diamant

Dlikaz:

Pro pentagon nap¥.plati an (blc)=anl=a, ale (anb)l(anc)=bl
0=b, tj. neplati distributivni zakon DIp. Podobné pro diamant nap¥. plati a
N (bc)=anl=a, ale (anb)U(anc)=000=0, tj. neplati DIp.

Dukaz obrédceného tvrzeni /kaZdy svaz ve kterém obecné& neplati distrib
utivni zdkony, obsahuje podsvaz typu pentagon nebo diamant,/ je obtiZny.

Definice 3.3.4:
Komplementarni svaz je svaz <L;U,n
,0,1> s nulou a jednickou ve kterém ke kaZdému prvku xUL existuje prvek x'0
L takovy, Ze:
. x0x'=1 DOs
. xNx'"=0 DOp
Prvek x’' se nazyva dopliikovym /komplementarnim/ prvkem k prvku x.

Poznamky 3.3.5:
1. (x")'=x, tj. prvky x,x’ jsou doplikovymi navzajem.
2.
Dopltikovych prvka k danému prvku mtuZe byt obecn& vice /viz pentagon n
ebo diamant/, distributivni svazy v8ak maji ke kaZdému prvku nejvyde jed
en dopliikovy prvek /viz nédsledujici vé&ta/.

véta 3.3.7:
V distributivnim svazu existuje nejvyge jeden komplementdrni prvek k
danému prvku.

Dukaz:

Sporem. Necht x’',x
tom plati:

* jsou dva komplementdrni prvky k prvku x svazu. Po

xOx"=1, xnx'=0, x0Ox*=1, xnx*=0.

Na zékladé& té&chto vztaht dostdvédme pomoci axidédmtt JE a DI:
xt=1nx"= (x0x’ ) nx*=(xnx") O (x' nx*) =00 (x’' nx*) =x’ nx*,
x'=1nx = (xO0x*)nx = (xnx )0 (x*tnx’) =00 (x nx’)=x"nx’

a tedy xT=x'.

Definice 3.3.8:
Booletiv svaz /Booleova algebra/ je svaz, ktery je soufasné& distributi
vni a komplementérni.
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Poznamky 3.3.6:

1. Booleuv svaz je algebra se dvéma bindrnimi operacemi [0, n
, Jjednou unarni operaci dopliikového prvku a dvéma nuldrnimi operacemi sv
azové nuly a Jjednicky, tj. algebra <L;UO,n,’,0,1>

Booleovu algebru muZeme definovat nezdvisle na obecném pojmu svazu ja
ko algebru s uvedenymi pe&ti operacemi, které jsou charakterizovany mnoZi
nou dvojic dudlnich axidmi:

« UN /univerzality a jednoznacnosti/,
« AS /asociativity/,

. KO /komutativity/,

« AB /absorpce/,

« NU /nulového prvku/,

. JE /jednotkového prvku/,

. DI /distributivity/ ,

- DO /dopltikového prvku/.

P¥iklady 3.3.2:

. <2A;|:|,ﬂ,’,|:|
,A> ... mnozinova Booleova algebra vSech podmnoZin mnoZiny A. Komplement
adrnim prvkem k mnoZin& X je mno¥ina X’'=A\X, nulovym prvkem prédzdnd mnoZi
na a jednotkovym prvkem mnoZina A.

. <{o,1};0,0,=,0,1> ... zdkladni logick& Booleova algebra.
- <{o0,13%;0,0,-
,0,1> ... vektorovd logick& Booleova algebra /n-td direktni mocnina zakl

adni logické B. algebry/.

Véta 3.3.8:
Necht <B;U,n

,",0,1> je libovolnéd Booleova algebra. Potom pro vSechna x,ylB plati:
1. (x')’'=x /z&kon involuce/
2. (xOy) ' '=x"ny"’, (xny) '=x'0Oy’ /de Morganovy zakony/
3. xby - yrOx’
4. xy = x'Oy=1 = xny’=0
Dlikaz:
Ad 1) Podle definice dopliikového prvku plati:
x'O(x")" = 1 = x'x,
Xx'N(x")" = 0 = xX'NX.

Odtud na zéklad& doké&zané vlastnosti /v&ta 3.3.5/
xOy=x0z 0 xny=xnz = y=2
dostéavame
(x") " =x.
Ad 2) Dok&Zeme prvni z obou dudlnich zdkont. PouZitim distributivniho
zdkona dostavame
(xOyv)O(x'ny’) =(xOyOx’")n (xOyOy’)=1n1=1,
(xOyv)n(x'ny’)=(xnx'ny’)n (ynx’'Nny’)=0n0=0.
tj. xOy, x'ny’ jsou navzadjem komplementdrni a tedy
(xOy) "=x"ny" .
Ad 3) x0y <« x0Oy=y « y'=(x0y)’ « y’'=x'ny’ - y’'0Ox’

Definice 3.3.9:
Atom Booleovy algebry <B;Ud,n,’,0,1> je prvek allB s vlastnosti
(Ox0OB) [x0a = x=0],
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tj. prvek, pod kterym se nachdzi jiZ pouze nula.

P¥iklady 3.3.3:
. Atomy Booleovy algebry «2la,b,ct.g n, .0
,A> jsou jednoprvkové mnoZiny {a}, {b},{c} - viz HaaselUv diagram na obr.3
.3.3.
. Atomy vektorové logické algebry <{0,1}3;0,0
,0,1> jsou vektory (
1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) - viz Haaseuv diagram na obr.3.3.4.

Obr.3.3.3. Mnozinova B.algebra Obr.3.3.4. Vekt.logickd B.algebra

Véta 3.3.9:
Libovolny nenulovy prvek Booleovy algebry <B;U,n
,',0,1> lze vyjadrit jako spojeni téch atomt nad kterymi leZi, tj. pro kazZd
¢ x[0B, x#0 plati
x=aqla,0...Oay,

kde aq,ap,...,ax jsou pravé vsechny atomy, pro které plati a;lx.

Dlukaz:

1. Necht x=a0a,0...0O
ayx. Pak x leZi nad v8eni atomy aq,aj,..,ax a nad zadnymi jinymi atomy.
Dukaz:
+ x leZi nad v8emi atomy aq,aj,..,ax

dk: ajlx podle vlastnosti suprema /SUP1/.
. x nelezi nad Zadnym jinym atomem
dk sporem: Necht allx, al{a;,ay,..,ax}. Potom /podle DI/:
a=anx=an (aq0ay0...Oay) =(anaq)U(anay) 0. .. O(anay) .
Je-11 pro vSechna i aj#a, pak a=0 a tedy neni atomem.

2. Necht x le¥i nad v8emi atomy aj,ap,..,ap a nad zZadnym jinymi atomy. Pa
k x=aj0a,0...Oay.
Dukaz:

Oznac¢ime y=aq0a,l...0ap a dokdZeme ylx, x[y.
«  Z aqlx a aylx vyplyvéa a;Uay0
x /podle vlastnosti SUP2/. Odtud indukci aj0a,0...Hax0x, tj. y0x.
. Vztah x[Oy je ekvivalentni se vztahem xn
y’=0. PYedpoklddejme naopak, Ze plati xny’'#
0 /dukaz sporem/. Potom existuje atom a takovy, Ze allxn
y’'. Oodtud vyplyva allx, aly’. zZ al
x plyne, Ze a je jeden z atoml aq,ap,..,ax a tedy ala;0a,0...0
ax. Zz ally’ plyne all(a0ay0...0ay)’. Tedy
all(aq0ay0. . .Oak) n (aqdas0. . .Oay) " =0,
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tj. a=0 a tedy a neni atom. Dospé&li jsme ke sporu, xnNy'#
0 neplati, plati tedy xny’=0 a tedy také x0y.

Véta 3.3.10:

Necht <B;0, 0, =
,0,1> je libovolné& kone¢nd Booleova algebra s mnoZinou atomt A. Potom tato
algebra je isomorfni s mno¥inovou Booleovou algebrou <22;0,n,’,0,a>.

Dlkaz:
Mame dokdzat, Ze existuje bijekce h:B-
P zachovavajici v8echny operace, tj. bijekce pro kterou plati:
h (xy) =h (x) Oh (y),
h(xy) =h(x) nh(y),
h(=x)=(h(x))",
h(0)=0, h(1)=A.
Takovou bijekci je ndsledujici zobrazeni:
hix) = 0O pro x=0,
h(x) = Ay={alAa: alx} pro x#O0.

Kazdému nenulovému prvku x je p¥iYazena zobrazenim h mnoZina atoml na
d kterymi tento prvek leZi. Toto prifazeni je podle vé&ty 3.3.9 vzdjemné jed
noznacné a tedy h je vskutku bijekci.
Nenulové prvky lze jednoznacdné& vyjad¥it jako spojeni p¥islusnych atom
0 /jednoznacdné& a? na poradi, které je v8ak vzhledem ke komutativité& nepodst
atné/:
X=axl|:|aX2|:| . DaXI, y=ayl|:|ay2|:| . Days
Odtud
ny=(aX1DaX2D...DaXI)D(aylEbyzﬂ...Ebys),
x[&=<aX1EbX2D...EbXI)D(aylEby2D...Ebys)=<aw1Ebw2D...Ebwt)
/nebot pro atomy plati allb=0 pro azb, allb=a pro a=b/ a tedy plati:
h(x[b)=AXDAy=h(X)Dh(Y),
h (xly) =AynAy=h(x) nh(y) .
Rovnost h(0)=0
plati z moci definice a rovnost h(1l)=A vyplyva ze skutelnosti, Ze Jjednotka
Booleovy algebry leZi nad vSemi atomy.
Zbyva dokdzat h(-x)=(h(x))’. Z rovnosti
x4 x=1, xH& x=0
a z jiZ dokézanych vlastnosti plyne

h(xE x)=h(x)0h(=~x)=h(1)=A,
h(xE x) =h (x) nh(=x)=h(0)=0,
a odtud dokazovand rovnost.
Dusledky:
1.
Polet prvku libovolné konecné Booleovy algebry je roven mocniné ¢is
la 2 /tj. je roven 2k pro vhodné k/.
2. KaZzdé dvé& Booleovy algebry o stejném podtu prvku jsou isomorfni.

Véta 3.3.11:
Kazdad konelnéd Booleova algebra je isomorfni s jistou vektorovou logic

kou algebrou <{O,1}k;D,D,ﬂ
,0,1>, tj. s vhodnou direktni mocninou zédkladni logické algebry <{0,1};0,0,

-,0,1>.
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Dlikaz:

Operace [O,0,=
,0,1 jsou pro xX=(xXq,Xy, .., Xk), ¥=(Yy1.Y2:--:Yk) Z {0,1}k definovany takto:
xy = (xq0vq, x0vo, .00 xyvy)
xy = (xq0vq, x0vo, .00 xyvy)
X = (9xq,7X5,...,7%Xg), 0= (0,0,...,0), 1 = (1,1,...,1).

JelikoZ kaZdé& konecnd Booleova algebra s mnoZinou atomt A je isomorfn
i s mnoZinovou Booleovou algebrou s nosicen oA /viz v&ta 3.3.10/, postadi d
okdzat, ¥e ka?da mno¥inovéd algebra <2#;0,n,’,0
,A>, kde A={aq,ay,...,ax}, je isomorfni s algebrou <{O,l}k;D,D,ﬂ,0,1>.

Zobrazeni h:28.
{0,131k zprost¥edkujici tento isomorfismus je definovdno takto:

h(x)=(ny,n,,...,n) 0{0,1}K,
kde nj=1, je-1i a;0x nebo n;j=0, je-1i a;0
x. Je z¥ejmé, Ze h je bijekce a Ze plati:
h(xOy)=h(x)h(y), h(xny)=h(x)h(y),
h(x’)==h(x), h(d)=0, h(a)=1.

zobrazeni h(x), p¥i¥azujici kaZdé podmnoZin& x[
A jeji charakteristicky vektor (nq,n,,...,ny}, se nazyva p¥irozenym isomorf
ismem algebry <22;0,n,’,0,2A> do algebry <{O,1}k;D,D,ﬂ,0,1>.

Dusledky:
1.

Kazda 2-prvkovad Booleova algebra je isomorfni se zédkladni logickou Bo
oleovou algebrou.

2. Haaseovy diagramy Booleovych algeber jsou n-rozmérné krychle.



