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3.2. Grupoidy

V této kapitole se budeme zabyvat algebrami s jedinym nosicem a jedin
ou zédkladni /vychozi/ bindrni operaci. Pokud m& tato operace vlastnost JE /
viz definice 3.1/, pak algebra m4& navic odvozenou nuldrni operaci jednotkov
ého prvku. MA-1i operace také vlastnost IN /viz definice 3.1/, pak m& algeb
ra navic také odvozenou undrni operaci inverzniho prvku.

Definice 3.2.1:
Nejdulezité&j8imi algebrami s jedinou vychozi bindrni operaci jsou:
« Grupoid: algebra s jedinou univerzalni operaci
plati axidémy: UN
« Pologrupa: asociativni grupoid
plati axidémy: UN,AS

« Monoid: pologrupa s Jjednotkovym prvkem

plati axidbémy: UN,AS,JE
jehoZz kazdy prvek je invertovatelny

plati axidémy: UN,AS,JE, IN

. Grupa: monoid,

. Abelova grupa: komutativni grupa

plati axiémy: UN,AS,JE,IN,KO

P¥iklady 3.2.1:

Oznaceni:

Nosice

A abeceda /kone¢nd mnoZina symbolu/

A* mnoZina vSech nepréazdnych slov nad abecedou A

A* mnoZina v8ech slov nad abecedou A

N mnozina prirozenych &isel: {1,2,...}

Z mnozina nezapornych celych &isel: {0,1,2,...}

Zm mnozina zbytkovych t¥id modulo m: {0,1,2,...,m-1}

I mnozina celych &¢isel: {...,-2,-1,0,1,2,...}

R . mnozina redlnych &isel

Operace

. bindrni operace z¥et&zeni /katenace/

e nuldrni operace jednotk. prvku vzhledem k operaci z¥etézeni
+ bindrni operace c¢iselného soudtu

0 nuldrni operace jednotk. prvku vzhledem k operaci sc¢iténi
- () unadrni operace inverzniho prvku vzhledem k operaci sc¢itéani

bindrni operace &iselného soudinu
nuldrni operace jednotk. prvku vzhledem k operaci nésobeni
undrni operace inverzniho prvku vzhledem k operaci nésobeni
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Dalsi priklady:
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11. Transformadni pologrupa na mnozin& A: mnoZina v8ech zobrazeni mnoz
iny A do sebe spolu s operaci sklddani zobrazeni.

12. Transformaéni monoid na mnozZiné A: transformacdni pologrupa zahrnujic
i i identické zobrazeni, které je jednotkovym prvkem monoidu.

13. Transformadni grupa na mnoZiné& A: mnoZina v8ech bijekci mnoZiny A na
sebe. Identickd bijekce je jednotkovym prvkem. Ke kaZdé bijekci exis
tuje inverzni zobrazeni, které Jje opét bijekci.

Ve zbytku této kapitoly se budeme zabyvat pouze grupami. Grupu <G; ., (
)" 1,1> s nosidem G, zdkladni binarni grupovou operaci . /tzv. grupové nésob
eni - budeme uZivat multiplikativni terminologii 1 notaci/, odvozenou unarn
i operaci () 1 Joperace inverzniho prvku/ a odvozenou nularni operaci 1 /je
dnotkovy prvek/, budeme struc¢n&ji oznadovat pouze <G;.>, nebo dokonce pouze
G. Predpokladame, Ze pro grupové operace plati axidémy UN,AS,JE,IN. Na teor
ii grup muZeme pohliZet jako na formdlni teorii zahrnujici predikétovou log
iku, ve které axidmy UN,AS,JE,IN jsou specifickymi axidémy specifikujicimi
primitivni bindrni funkdéni symbol ".". V z4djmu srozumitelné&jgiho vykladu vs
ak pojmeme teorii grup jako neformalizovanou axiomatickou teorii.

vVéta 3.2.1:
Necht <G;.> je grupa a a,b,clG. Potom plati:
1. a.b=a.c = b=c /pravidlo o kré4ceni zleva/.
b.a=c.a = b=c /pravidlo o kraceni zprava/.
2. Rovnice a.x=b mé& jediné ¥YeZeni x=a l.b
Rovnice y.a=b m4d jediné Yedeni y=b.a'l

Dukaz:
1.
Dukazem pravidla o kréceni zleva je nésledujici ¥et&z implikaci /prav

idlo o kréceni zprava se dokdZe zcela obdobné&/:
(1) a.b=a.c predpoklad
(2) at.(a.b)=a"l.(a.c) z (1) podle UN
(3) (a"l.a).b=(a"l.a).c z (2) podle AS
(4) 1.b=1.c z (1) podle IN
(5) b=c z (1) podle JE
2. Skute&nost, ¥e x=a 1.b je ¥eSenim rovnice a.x=b ov&¥ime dosazenim. Skute
¢nost, Ze se jednd o jediné TeSenim dokdZeme sporem.

Poznamka 3.2.1:

Véta 3.2.1 plati obrédcené v nédsledujicim smyslu: ka?dé& pologrupa, ve
které plati pravidlo o kréceni /nebo ve které rovnice a.x=b, y.a=b Jjsou fed
itelné/, Jje grupou.

Véta 3.2.2:
Necht <G;.> je grupa s asporl dvéma prvky. Potom <G;.> neobsahuje nulo
vy prvek vzhledem ke grupovému nésobeni.

Dukaz:
Sporem. Necht grupa s asponl dvéma prvky obsahuje nulovy prvek 0. Kazd
4 grupa musi podle axidému JE obsahovat jednotkovy prvek 1. Mohou nastat dveé

moZnosti 0=1 nebo 0%

1. Kdyby nastala prva moZnost, pak x=x.1=x.0=0 pro v8echna xU

G a tedy G je tvorend jedinym prvkem 0. Kdyby nastala druhd moZnost, pak vz
hledem k tomu, Ye 0.x=x.0=0 pro vSechna x[

G /definic¢ni vlastnost nulového prvku/, neni prvek 0 invertibilni a tedy <G
;.> neni grupa.

Definice 3.2.2:
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<H;., (1, 1> je podgrupou grupy <G;., 01, 1>, jestliZe plati:
. HOG
«+ H je uzaviend vzhledem ke vSem grupovym operacim, tj. plati-1i
(1) a,b0H = a.bdH ,
(2) alH = a l0Om ,
(3) 10H

Poznamky 3.2.2:
1. Pojem podgrupy Jje specializaci pojmu podalgebry /viz definice 3.1.2/.
2.

Konjunkce podminek (1), (2), (3) je ekvivalentni s nédsledujici jedinou
podminkou:

(4) a,b0H = a.b 10H
Dukaz:
. (1)O(2)0(3)=>(4) : ... evidentni

- (4)=(1)0(2)0(3) :
(3): alH = a,al8 = a.a 108 = 108
(2): bO0H = 1,008 = 1.0 108 = b 10u
(1): a,b0d = a,b 10H = a.(b'1) 108 = a.bOH

P¥iklady 3.2.2:
1. Aditivni grupa celych ¢isel je podgrupou aditivni grupy redlnych c&isel.
2.

Grupa translaci /rotaci/ je podgrupou grupy transformaci sou¥adnic v
roving.
3. Grupy <G;.>, <{1};.> jsou tzv. nevlastni podgrupy grupy <G;.>.

Véta 3.2.3:

Prunik libovolného systému podgrup dané grupy Jje opé&t podgrupa dané g
rupy .
Dlukaz:

Tvrzeni dokdZeme pouze pro p¥ipad dvou podgrup <H;.>,<K;.> grupy <G;.
>. Necht a,blHNnK. Potom také a,bl
H,K. Proto¥e H,K jsou podgrupy jest také a.b 10H,K. Je tedy a.b l0OHn
K a tedy HNK je podgrupou grupy G /viz definice a poznédmka 3.2.2/.

Definice 3.2.3:

Rad grupy <G;.> je podet prvku grupy /tj. noside G/. R&d grupy muZe b
vt konedny nebo nekonedny.

Rad prvku al
G grupy <G;.> je nejmensgi prirozené C¢islo n takové, Ze plati

all=1

/kde 1 je jednotka grupového nédsobeni/, pokud takové n existuje. JestliZe t
akové n neexistuje, pak ¥Yikdme, Ze prvek a je nekonedného Yadu.

Definice 3.2.4:
Cyklicka podgrupa grupy <G;.> generovana prvkem all
G je grupa tvor¥end vsSemi mocninami prvku a, tj. grupa
<{...,a?,a1,1,a,a2,a3,...3; >
Cyklickéd grupa je grupa tvoYend mocninami jediného prvku. RA&d tohoto
prvku, tzv. generdtoru grupy, je roven Tadu grupy.

P¥iklady 3.2.3:
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1.
MnoZina vSech mocnin libovolného prvku grupy tvo¥i cyklickou podgrupu
této grupy.
2.
Aditivni grupa celych ¢isel je nekonefnou cyklickou grupou s gneréator
em 1.
3.
Aditivni grupa nédsobkt daného celého ¢isla tvo¥i nekonecnou cyklickou
podgrupu aditivni grupy celych &isel.
4.

Aditivni grupa zbytkovych t¥id modulo m je konecnou cyklickou grupou
Yaddu m. Generdtorem grupy je tfida 1.

Definice 3.2.5:
Necht <G;.> je grupa a necht MO
G. Podgrupou /grupy <G;.>/ generovanou mnoZinou generdtorii M nazyvame grupu
<[M];.>, kde
[M]={x1k1.x2k2...xnkn: x;0M, kiOf{1,-1} pro i=1,2,...,n; n0ON}.

Poznamky 3.2.3:
1.
Zpravidla poZadujeme, aby prvky mnoZiny M byly v grupé€ <G;.> nezéavisl
é, tj. aby Zadny prvek z M nebyl v <G;.> vyjadfitelny pomoci ostatnich p
rvkli z M prost¥ednictvim grupovych operaci soudinu a inverze.
2. <[M];.> je nejmens$i podgrupa grupy <G;.> obsahujici mnoZinu M.
3. Je-1i [M]=G, pak Tikéme, Ze M je mnoZinou generdtort grupy <G;.>.

P¥iklady 3.2.4:

1. Cyklicka permutace (1/4,2/1,3/2,4/3) /transformujici skupinu (1,2,3,4)
na skupinu (4,1,2,3)/ a transpozidéni permutace (1/2,2/1,3/3,4/4)
/ménici po¥adi prvych dvou prvku ve skupin& (1,2,3,4)

/ tvo¥i dvouprvkovou mnoZinu generdtorti grupy v3ech permutaci prvka mno¥
iny {1,2,3,4}.

Mno¥ina v&ech transpozic /permutaci zam&Nlujicich pozice dvou ruznych
prvklt/ tvo¥i mnoZinu generdtoru grupy v8ech permutaci. uvaZujeme-1li mno%
inu n prvku, pak libovolnou jejich permutaci muZeme vyjad¥it jako soudin

/kompozici/ nejvySe n-1 transpozici.

Véta 3.2.4:
Necht <H;.> je podgrupou grupy <G;.>. Oznaclme
« Hg={h.g: hOH} pro libovolné glG,
- gH={g.h: h[OH} pro libovolné glG.11
Potom:
1. Systémy podmno¥in {Hg: glG}, resp. {gH: gl
G} mnoZziny G tvori rozklad mnoZiny G.

Je-11 grupa <G;.> konecnd, pak vdechny t¥idy té&chto rozkladd maji ste
jny pocet prvku jako mnoZina H.

Dlikaz:
Dukaz provedeme jen pro systém {Hg: glG} /dukaz pro systém {gH: gl
G} je obdobny/. T¥eba dokézat:
1. Kazdy prvek glG pat¥i do né&jaké mnoZiny Hg.
2. Maji-1i mnoZiny Hg a Hg’ spoledny né&jaky prvek, pak jsou totoZné.
3. MnoZina H a kaZd4d mnoZina systému Hg maji stejny polet prvku.
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Ad 1) 10H = 1.g0Hg = glHg, tj. libovolny prvek gl
G pat¥i do néjaké mnoZiny Hg.
Ad 2) Necht mnoZiny Hg a Hg’ maji spoledny prvek a, tj.
a=h.g=h’'g’,
kde h,h’0H. Odtud dosté&véme
g:h’l.h’.g’.
Je-11i nyni xO
Hg, pak x=h’’.g a tedy také x=h’’.h 1.h’.g, neboli x=h’'’'’.g, tj. xO

Hg’' . Stejnym zpusobem dokdZeme opacdnou implikaci xOHg' = x0O
Hg. Plati tedy Hg=Hg’.
Ad 3) z¥ejm& plati pro kazdé glUG card(Hg) < card(H). Kdyby card (Hg

) < card(H),pak musi existovat h,h’[H takové, Ze h#
h’ a hg=h’g. Odtud krédcenim dostdvame spor h=h’. Musi tedy platit card(Hg)
=card (H) .

Definice 3.2.6:

MnoZiny systému Hg /resp. gH/, z pY¥edchozi v&ty 3.2.4, nazyvame pravy
mi /levymi/ t¥idami rozkladu grupy <G;.> podle podgrupy <H;.>.

Plati-1i Hg=gH pro vS8echna gll
G, pak podgrupu <H;.> nazyvame invariantni podgrupou grupy <G;.>.

Poznamka 3.2.4:
Je-1i H invariantni podgrupa grupy G, pak ke kaZdému gl
G existuji prvky h’,h’’'0H takové, ZYe g.h’=h’’g, neboli g=h”.g.(h’)'1.

Véta 3.2.5 /Lagrangeova/:
Necht <H;.> je podgrupou konec¢né grupy <G;.>.Potom Ya&d podgrupy <H;.>
déli rad grupy <G;.>.

Dukaz:

Necht n je Ya&d grupy G, m Y&d podgrupy H a r polet pravych /levych/ t
¥id rozkladu grupy G podle podgrupy H. Podle vé&ty 3.2.4 maji vSechny t¥idy
stejny polet prvklu rovny pocdtu prvka podgrupy H a tedy musi platit n=rm, tj

m déli n.

Dusledky:
R4d ka¥dého prvku grupy je d&litelem Y&du grupy.

N e

KaZzda& grupa prvocliselného Yadu je cyklickd a kaZdy jeji nejednotkovy
prvek je jejim generdtorem.

Definice 3.2.7:
Morfismus grupy <G;.> do grupy <G’;[D> je zobrazeni h:G-G’ takové, Ze
h(a.b)=h(a)lh(b).
Jadro morfismu je mnoZina vzoru prvku 1'0G’ v zobrazeni h.

Poznamky 3.2.5:
1.
Pojem grupového morfismu je specializaci obecného pojmu morfismu alge
ber /viz definice 3.1.3/.

Vlastnost morfismu musi pr¥irozené platit i pro odvozené grupové opera
ce: operaci jednotkového a inverzniho prvku:
« h(1)=1"

Dukaz: h(a)=h(a.1)=h(a)[h(1)=h(a)ll’ = h(1)=1"
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Dtkaz: 1’=h(1)=h(a.a 1)=h(a)[h(a 1) = (h(a)) I=h(a 1)

Véta 3.2.6:
Jadro morfismu grupy <G;.> do grupy <G’;[> je podgrupa grupy <G;.>.

Dlikaz:
Podle definice a poznédmky 3.2.2 stacdi dokézat:
h(a)=1" 0O h(b)=1" = h(a.b 1)=1".
DUkazem je nasledujici feté&z rovnosti:
h(a.b™1)=h(a) .h(b 1)=1".(h(b)) t=1".(1") t=1".1"=1".

P¥iklady 3.2.5:

1.
Zobrazeni h(A)=det (A) je epimorfismem multiplikativni grupy regulédrni

ch &tvercovych matic /daného Y&du n, tj.typu nX
n/ do multiplikativni grupy nenulovych redlnych &isel. Jadrem morfismu j
e mnoZina d&tvercovych matic jejichZ determinant je roven 1. Tato mnoZina
pr¥edstavuje podgrupu multiplikativni grupy reguldrnich ¢tvercovych mati
C.

2.

Zobrazeni h(x)=log(x) je isomorfismem multiplikativni grupy kladnych
redlnych ¢isel do aditivni grupy redlnych cisel.

Definice 3.2.8:
Kongruence na grupé€ <G;.> je ekvivalence = na G takova, Ze
a=a’ U b=b’ = a.b=a’.b’.

Jadro kongruence je t¥ida 1 prvku ekvivalentnich s jednotkovym prvkem
10G.

Poznamky 3.2.6:

1.
Pojem kongruence na grupé je specializaci obecného pojmu kongruence n
a algeb¥e /viz definice 3.1.4/.
2.
Vlastnost kongruence musi p¥irozené platit i pro odvozenou grupovou o
peraci inverzniho prvku, tj.
ash = a 1l=p 1.
Dukaz:
asb = a.b l=b.b'1 = a.b =1 =
= alabl=al = bpbl=al=alspl
Véta 3.2.7:
Jadro kongruence na grupée€ <G;.> je podgrupou grupy <G;.>.
Dlukaz:

T¥eba dokézat a,bdl = a.b, a l01.
« a,bll = a=1 U b=1 = a.b=1 = a.bl1,
. a1l = a=1 = a1=1"1 = a l=1 = a 101.

Véta 3.2.8:
Kazda kongruence na grupe je jednoznacné urcena svym Jjadrem.

Dukaz:
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Necht p a 0 jsou dvé& kongruence na grup& <G;.>. Mame dokézat:
(Ox) [xp1 = x01] = (Ox,y) [xpy = =x0y].
Dukazem je nésledujici Yetéz ekvivalenci:
XPpy = x.y'lpyy'l = X.y'lpl - x.y 1ol « x.y l.yol1.y < xoy.

Definice 3.2.9:

Faktorovad grupa grupy <G;.> podle kongruence = je grupa KG/=
;.>, kde
- G/= je faktorovd mno¥ina mnoZiny G podle ekvivalence =,
- . je operace mezi prvky x,y[0G/= definovand takto:

X . Y Tdef X.¥Y

Poznamka 3.2.7:
Pojem faktorové grupy je specializaci obecného pojmu faktorové algebr
y /viz definice 3.1.5/.

P¥iklad 3.2.6:
Aditivni grupa zbytkovych t¥id modulo m, tj. grupa <Zp;*> je faktorov
ou grupou aditivni grupy celych ¢isel <I;+> podle kongruence = (mod m).

Véta 3.2.8:
V8echny t¥idy faktorové grupy maji stejnou mohutnost.

Véta 3.2.9:
Necht G je grupa. Potom nasledujici t¥i tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) H je invariantni podgrupou grupy G.
(2) Pravy /levy/ rozklad grupy G podle podgrupy H definuje kongruenci
p na G a to takovou, Ze H je t¥idou kongruence p obsahujici 10G.
(3) Podgrupa H je jadrem morfismu grupy G do faktorové grupy G/p.

Véta 3.2.10:
KaZdé& nekonec¢nd cyklickd grupa je isomorfni s aditivni grupou celych

Cisel.
Dlukaz:

Necht <G;.>=<{..,a 2,a 1,a%,al,a2,..1;.> je libovolnd nekonecdnd cykli
ckd grupa a <I;+>=<{..,-2,-1,0,1,2,..};+> aditivni grupa celych ¢isel. Isom

orfismus je zprost¥edkovan zobrazenim
h: I-G, h(i)=al,
které je evidentné bijekci a pro které je splnéna vlastnost morfismu
h(i+j)=h(i).h(j), neboli al*J=al.al.

vVéta 3.2.11:
KaZda& konec¢nd cyklickd grupa ¥Ya4du m je isomorfni s aditivni grupou zb
yvtkovych t¥id modulo m.

Dukaz:
Necht <G;.>=<{a®,al,a?,..,am 11; > je libovolnd konecnd cyklickd grup
a m-tého Yadu a <Zp;*+>=<{0,1,2,..,m-1};+> aditivni grupa zbytkovych t¥id mo
dulo m. Isomorfismus mezi obéma grupami je zprostfedkovan zobrazenim
h: 2,-G, h(i)=al,
které je evidentné bijekci a pro které je splnéna vlastnost morfismu
h(i + j)=h(i).h(j), neboli al*l=al.al.
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Definice 3.2.10:

Symetrickd grupa stupné n je grupa vS8ech bijektivnich zobrazeni n-prv
kové mnoZiny na sebe, neboli /ztotoZnime-1li prvky s jejich indexy/ grupa v$
ech permutaci mno¥iny {1,2,...,n}. R4d symetrické grupy stupn& n je n!.

Symetrickd grupa S (M) na mnozZiné M je grupa v8ech bijektivnich zobraz
eni této mnoZiny na sebe.

Véta 3.2.12 /cayleyova reprezentadni véta/:
Kazda konec¢nd grupa <G;.> je isomorfni s néjakou podgrupou symetrické
grupy na mnoZiné& G. Neboli: kaZdd konecnd grupa je isomorfni s né&jakou gru
pou permutaci.

Dlkaz:

Necht <G;.>=<{aq,ay,..,apn};.> je libovolnd kone&nd grupa a <S(G);o> s
ymetrickd grupa na mno?in& G /n-tého stupn&/. Definujme zobrazeni h: G-S(G
) p¥iYazujici kaZdému prvku allG funkci £ 0S(G) takto:

fa(x)=x.a
Funkce f_(x) Jje vskutku bijekci, nebot:
XXy D Xq.a¥Xy.a = f5(xq)#f5(xy), tj. f5 Je injektivni,
+ rovnice x.a=y /tj. fi(x)=y/ mad jediné ¥efeni x, tj. f, je surjektivni.

Zobrazeni h md vlastnost morfismu h(a.b)=h(a)oh(b), nebot f, p(x) = x
(a.b) = (x.a).b = fiu(f5(x)) = (f0fp) (x). Zobrazeni h je injektivni /a#b =

a.1#b.1 =f_ (1) #f, (1) = f,#fy/, ale nemusi byt surjektivni.

MnoZina obrazu grupy G tvori podgrupu <h(G) ;o> symetrické grupy <S(G)
;o> . Tato podgrupa je isomorfni s grupou <G;.>.



