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3. Algebraické systémy

Na rozdil od klasické algebry, JjejiZ UGstfednim tématem jsou rovnice a
pot¥ebny apardt pro jejich ¥Yefeni /matice, polynomy, .../, moderni /abstrak

tni/ algebra se zabyvad obecnymi algebraickymi strukturami /grupy, svazy, ok
ruhy, .../.

Algebraickd& struktura je systém mnoZin spolu se systémem operaci defi
novanych na t&chto mnoZindch. Pojmy operace, algebraickd struktura /algebra
icky systém, algebra/ a jeji typ byly podrobn& pojednény v kapitole 1 a to
v souvislosti s relad¢nimi strukturami.

AZ na vyjimky, se v této kapitole omezime jen na homogenni algebraick
é struktury s jedinym nosicem a to s Jjedinou nebo jen nékolika malo operace
mi /v&t8inou bindrnimi/.

Definice 3.1:
Necht 0
oznac¢uje bindrni operaci na mnoZiné& A. NejcCast&jsimi vlastnostmi bindrnich
operaci jsou zejména nasledujici vlastnosti:

Universalita a jednoznadnost: (a, b) (Lhc) [alb=c] UN
Komutativita: (Oa,b) [alb=blk] KO
Asociativita: (Oa,b,c) [ (alb) [k=all(blkt) ] AS
Existence nulového prvku z: (z) (Oa) [alkz=zlk=2z] NU
Existence jednotkového prvku e: (k) (Oa) [alk=elh=a] JE
Existence inverzniho prvku: (Oa) (b) [alb=blh=¢e] IN

/Prvek b inverzni k prvku a oznacdujeme b=a 1./

Véta 3.1:
Existuje nejvySe jeden nulovy a nejvysSe jeden jednotkovy prvek vzhled
em k libovolné bindrni operaci [ na mnoZiné& A.

Dlukaz:

Sporem. Necht zq,z, jsou dva ruzné nulové prvky vzhledem k operaci [

Podle NU tedy plati:
alk,=z,lh=2z,, alky=z,lh=z2,.
Uvedené rovnosti jsou platné pro vSechna a, a tedy také pro a=z,; a a=z;. Do
stdvame tak
zplly=21llp=27, 2z;llkp=25lk =2,

odkud plyne zq=z,.

Existenci nejvyge jednoho jednotkového prvku dokdZeme obdobnym zplusob
em.

Véta 3.2:

Necht bindrni operace U
na mnozin& A Jje asociativni a m& jednotkovy prvek /tj. plati AS,JE/. Pak k
azdy prvek allA m& vzhledem k operaci O v A nejvy8e jeden inverzni prvek.

Dukaz:
Sporem. Necht bq,b, jsou dva rtzné inverzni prvky prvku all
A vzhledem k operaci 0O Podle IN tedy plati:
alb=b lh=e, alby=bylh=e.
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7z JE,AS a pravé uvedenych rovnosti vyplyvad platnost ndsledujiho Yetézce rov
nosti:

bl:blEb:blEl(al:bz) = (bllja) l:bZ:el:bZ:bZ .
Prvky bl,b2 nejsou tedy ruzné.

Poznamky 3.1:
1. Je-1i operace U asociativni, pak ve vyraze
(... ((alkBy) Ry 0. . ) [y
nezédle?i na rozmisténi zévorek a zavorky net¥eba psdt viubec. Jsou-1li nav
ic v8echny operandy totoZné, pak je moZné pouZivat tzv. mocninovy zapis
definovany rekurentné& takto:
al-a, ai*l-3im pro i-1,2,...

2. Ma&-1i operace [ na mnoZ¥in& A jednotkovy prvek e, pak klademe
0_
av=e.

3. Jsou-li prvky mnoZiny A vzhledem k operaci 0O

invertovatelné, pak klademe
a*l’lz<a*l)1’1.

4. Pro pocitédni s mocninami zavedenymi v p¥edchozich bodech plati pravidla:
al[RS=aI*S, (gf)S=gL-S,
/Symboly +,. jsou operdtory &iselného s&itédni a nésobeni, kdeZto symbol
0 je symbol obecné bindrni operace, algebraického "nésobeni"./

Definice 3.2:
Necht 0o jsou dvé& bindrni operace na mno?in& A. Rikame, ¥e operace [0
je distributivni /m& vlastnost distributivity/ vzhledem k operaci o
, JestliZe plati:
(Oa,b,c) [(acb) k= (alk)e(blk)] .. pravy distributivni zékon DIp
(Oa, b, c) [al(bec) = (alb)o(alk)] ... levy distributivni zékon DIl

3.1. Morfismy a kongruence

Pojmy morfismu a kongruence budou zavedeny pro homogenni algebraické
systémy s jedinym nosicem. Zobecnéni pro p¥ipad nehomogennich algebraickych
systémi s vice nosic¢i je nasnadé&.

Definice 3.1.1:
Necht W je n-4rni operace na mnoZin& A a necht A’[
A. PodmnoZina A’ se nazyva uzavienou vzhledem k operaci W jestliZe plati:
aji,ag,...,ap UA" = wlag,ay,...,ap) U A"

Definice 3.1.2:

Algebra <A';W,...> je podalgebrou algebry <A;Ww,...>, JjestliZe:
. [Z a'0a,
« A’ je uzaviend vzhledem ke vSem operacim algebry.

P¥iklady 3.1.1:
Necht N,I,Q,R oznaduji po ¥Yad& mnoZinu vs8ech p¥irozenych, celych, rac
iondlnich a redlnych ¢isel. Potom <N;+,.> je podalgebrou algebry <I;
+,.>, <I;+,.> je podalgebrou algebry <Q;+,.> a <Q;
+,.> je podalgebrou algebry <R;+,.>.
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Véta 3.1.1:

Relace "byt podalgebrou" je uspofddédnim na mnoZiné& vSech algeber tého
Z typu.
Dukaz:

Snadno ové&rime, Ze relace m& vlastnosti RE, AN, TR.

Definice 3.1.3:

7
’

’
7
A

7

/Slovy:

Necht <A;w,...> a <A';®

...> Jsou dvé& algebry se stejnou signaturou /tj. algebry maji stejny podle
t operaci a navzdjem si odpovidajici operace maji stejnou aritu/. Morfismus
/nazyvany také homomorfismus/ algebry <A;®,...> do algebry <A’ ;®

...> je zobrazeni h: A-
s nadsledujici vlastnosti /platnou pro v8echny dvojice W, ®
vzdjemn& si odpovidajicich operaci a pro v8echny prvky nosice A/:
h(w(ay,ay,...,ap) = W (h(ay),hlay), ..., hlay)).

argumentu. /

7
’

;o

Specidlni p¥ipady morfismu Jjsou:
epimorfismus: zobrazeni h je surjektivni,
monomorfismus: zobrazeni h je injektivni,
isomorfismus: zobrazeni h je bijektivni,
endomorfismus: h je zobrazeni z A do A /h(a)Oa/,
automorfismus: h je zobrazeni z A na A /h(A)=A/.
Algebry <A;W,...> a <A';W
...> se nazyvaji isomorfni, jestliZe existuje isomorfismus z algebry
..> do algebry <A";W ,...>.

P¥iklady 3.1.2:

obraz vysledku operace je roven vysledku operace provedené s obrazy

<A; W

1. h(x)=log(x) je isomorfismus z <R,;.> do <R;
+> /symbolem R, je oznalena mno¥ina kladnych redlnych &isel/, nebot:
« log(x) je bijekce z R, do R,
. log(x.y)=log(x)+1log(x) .
2. h(X)=det(X) je epimorfismus z <Rppn;[> do <R;.>, nebot:
det (X) je surjekce z Ry, /mnoziny v8ech &tvercovych matic n-téh
o Y4du/ do R,
. det (X[¥)=det (X) .det (Y).
3. h(x)=abs(x) je endomorfismus z <R;.> do <R;.>, nebot:
. abs (x) je zobrazeni z R do R,
. abs (x.y)=abs (x) .abs (x) .
4. h(x)=k.x /k#0/ je automorfismus (a soucdasn& isomorfismus) z <R;+> do <R;
+>, nebot:
« k.x je zobrazeni R na R,
. h(x+y)=k. (x+y) =k.x+k.y=h(x) +h(y) .
5. h(x)=exp(x) je endomorfismus z <R;+> do <R;.>, nebot:
. exp(x) Jje zobrazeni z R do R,
. exp (x+y) =exp (X) .exp (x) .
h(x)=exp(x) je souCasné& isomorfismus z <R;+> na <R,;.>.
Véta 3.1.2:

Relace "byt isomorfni" je ekvivalenci na mnoziné& vsSech algeber téhoZ

typu.
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Dlikaz:
Oznacme symbolem ~
isomorfismus mezi algebrami. T¥eba dokazat, Ze relace ~ je RE(flexivni)
, SY(metrickd) a TR(anzitivni) .
. RE: <A;W,...>~<A;W,...>
Isomorfismus je realizovan identickym zobrazenim h(a)=a
pro vSechna alA.

. SY: <A, ... >~<A",;,®W,...> => <KA";®W,...>~XA;W,...>
Je-1i h bijekce realizujici isomorfismus z A do A’, pak
zobrazeni h™1 je bijekce realizujici isomorfismus

z A’ do A.
. TR: <A;W,...>~<A" ;0 ,...> O<a’;0,.. ><Aa"";0",...> =
= <A;W,...>~<KA"" ;O ",...>
Jsou-1i h,h’ bijekce p¥edstavujici isomorfismy z A do A’
a z A’ do A’’, pak kompozice téchto bijekci h’’= h o h’

prfedstavuje isomorfismus z A do A’’.

Véta 3.1.3:
Existuje-1i epimorfismus /nebo dokonce isomorfismus/ algebry <A;®

,...> do algebry <A’;Ww,...>, pak vSechny vlastnosti operaci algebry <A;W®
,...> se prendgeji na jim odpovidajici operace algebry <A’';wW ,...>.
Dlikaz:

Na ukédzku dokéZeme, Ze z komutativnosti operace
vyplyva komutativnost operace ' . Dukazem je ndsledujici Yetéz rovnosti:
1. w(a’,b’)=
=w' (h(a),h(b))-= nebot h je surjekce /tj. (Oa’) (k) [h(a)=a’']l/

2.
3. =h(w(a,b))= nebot h je morfismus
4. =h(w(b,a))-= nebot W je komutativni
5. =w’ (h(b),h(a))-= nebot h je morfismus
6. =W (b’,a’) O.E.D.
Pro jiné vlastnosti operaci /AS,JE,NU,IN,DI,.../ se platnost tvrzeni

dok&Ze obdobnég.

Véta 3.1.4:

Je-1i h morfismus algebry <A;w,...> do algebry <A';wW ,...>, pak <h(a)
;W ,...> je podalgebrou algebry <A’;w ,...>.

/PY¥ipomenime, Ze h(aA)={b0a’: (kO
A) [h(a)=bl} je mnoZina obrazu vdech prvka z A./

Dlukaz:
P¥edné& je z¥ejmé, Ze [#F h(A)UA’. Zbyva dokézat, Ze mnoZina h(a)
je uzav¥end vzhledem k operacim
*. Dukazem je nasledujici implikacdni Yeté&zec:

aj’,as’,...,ag’'0h(a) = aj,ay,...,ap0a = wl(ay,ay,...,ay)08 =
= h(w(aq,as,...,ap))0h(a) = w (h(aq),h(ay), ..., h(ay))0h(a) =
= W (al’,az’,...,an’)Dh(A).

Definice 3.1.4:

Relace p na mnoZiné& A se nazyva kongruenci na algebfe <A;W
,...> JestliZe plati:
- relace p je ekvivalenci na nosic¢i A algebry,
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. relace p spliiuje pro viechny operace W algebry <A;w®,...> podminku:
(a1pbq) U(aypby) 0. . . O(appby) = wlaq,ay,...,ap) P Wby, by, ..., by).

Definice 3.1.5:
Faktorovd algebra algebry <A;w, ...> podle kongruence p
/na této algeb¥e/ je algebra <A;®,...>, kde
« A=A/p je faktorovad mnoZ¥ina mnoZiny A podle ekvivalence p,
. operace W je definovéna vztahem

w(aq,ay,...,an)=b =g4eof W@y, ay, ..., ap) =b,
kde
aj,as,...,apn,bOA,
a;,ap,...,ap,blA,
a;la,,ay0ay,...,ap0a,, blb.

P¥iklady 3.1.3:
1. Ekvivalence =(mod m)
na mnozin& celych &isel I /tzv. kongruence modulo m - viz p¥iklad 2.3.1
/ je kongruenci na algeb¥e <I;+>. K tomu stacdi dokézat:
x=x' 0 y=y’' = x+y=x'+y’.
Dukazem je nasledujici implikac¢ni posloupnost:

1. x=x' 0O y=y’ p¥edpoklad

2. Xx-x'=J.m Ovy-y’'=k.m podle definice =(mod m) z 1.

3. (x+y) - (x"+y’')=(j+k).m sedtenim rovnosti z 2.

4., X+yEX'+y’ podle definice =(mod m) z 3., QO.E.D.

2. Ekvivalence =(mod m)
na mnoziné celych ¢isel I je kongruenci na algeb¥e <I;
.>. K tomu stac¢i dokézat:
x=x' O vysy’ = x.y=xX'.y"'.
Dukazem je nasledujici implikac¢ni posloupnost:

1. x=x' 0O y=y’ p¥edpoklad

2. x-x'=J.m Oy-y’'=k.m podle definice =(mod m) z 1.

3. x.y-Xx'.y = y.j.m 0O x'.y-x'.y’'=x'.k.m Gpravou 2.

4. x.y-x".y" = (y.j+x’.k).m sedtenim rovnosti z 2.

5. X.y=EX'.y' podle definice =(mod m) z 4., Q.E.D.

3. Ekvivalence =(mod m)
na mnoziné celych ¢isel I je kongruenci na algeb¥e <I;
+,.>. Vyplyvad to ihned z odstavce 1l.a 2.
4, <l;i>:<Zm;i>, <l;i>:<Zm;L>, <l;i,i>:<Zm;
+,.> jsou faktorové algebry algeber <I;+>, <I;.>, <I;
+,.>. Operace +,. jsou definovany takto:
X * Y “def XY, X = Y “def XY
5. h(x)=x, kde x={y: y=x (mod m)}, je epimorfismus z algebry <I;
+,.> do algebry <I;+,.>=<Zp;+,.>.



