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2.4. Relace typu usporadani

Definice 2.4.1:

Relace p
na mnozin& X je /C&stedné a neostré/ uspo¥ddani, jestliZe je soulasn& refl
exivni, antisymetrick& a tranzitivni.

Relace p
na mnozin& X je Uplné /neostré/ uspo¥ddani, jestliZe je soulasné& reflexivn
i, antisymetrické, tranzitivni a souvisléi.

Relace p
na mnozin& X je /Ca&stedné/ ostré uspofaddani, jestliZe je soulasnd asymetri
ckd /a tedy také ireflexivni a antisymetrickd - viz v&ta 2.2.2/ a tranzitiv
ni.

Relace p
na mnozin& X je UGplné ostré uspofaddani, jestliZe je soulasnd asymetrickéd /
a tedy také ireflexivni a antisymetrickd/, tranzitivni a souvislé.

V8echny vyse uvedené druhy relaci nazyvame relacemi typu usporadani.

Misto terminu Cdstecné uZivéame také termin parcidlni a misto terminu
Uplné také terminy totdlni nebo linedrni.

Je-11i p uspo¥adani na mnoZ?in& X, pak dvojici /rela¢nimu systému/ <X,p
> Yikame uspofddand mnoZina. Uplné& usporddané mno¥in& Yikame Fetézec.

Poznamky 2.4.1:
1. Dva ruzné prvky x,y jsou srovnatelné v usporadani p, jestliZe plati xpy
O ypx. V opacném pfipadé&, tj. plati-1i - (xpy O ypx)
, nazyvaji se prvky x,y nesrovnatelné. V Uplném /linedrnim/ uspofadéni j
sou kazdé dva prvky srovnatelné.
2. Oznac¢uje-1i symbol <
neostré usporadani /dastedné nebo Gplné/ na mnoZin& X, pak symbol < ozn
aduje sdruZené ostré uspofadani /Castedné nebo Uplné/ na téZe mnoZin&. M
ezi reladnimi symboly /reldtory/ pY¥edpoklédéme vZdy tuto vazbu:
x<y < x<y 0 x#y, neboli: xy < x<y O x=y.
Ma-1i relace <
vlastnost RE a AN, pak relace < m& vlastnost IR a AS /a obréceng/.

3.

Relace typu uspofaddani jsou - vzhledem k vlastnosti TR - vétginou roz
sdhlymi relacemi. Proto, podobné jako relace typu ekvivalence, je reprez
entujeme jinymi mens$imi relacemi, z nichZ se daji puvodni relace uspofad
a4ni jednoznadné rekonstruovat. Podstatnou roli pf¥itom hraje operace redu
kce relace - viz definice 2.4.2.

4.

Prunik uspo¥ddani je opét usporddanim. Sjednoceni uspo¥ddadni nemusi b
Yt obecn& uspofddadnim. Inverze uspofddani Jje op&t uspo¥ddanim /dudlni k
puvodnimu/. Direktni soudin /mocnina/ uspo¥addéni je op&t uspoféddanim, Up

z ~

Inost uspotféddéani se v8ak na direktni soudin nepf¥endsi.

P¥iklady 2.4.1:
1. Nejjednoduggi priklady:
. 00 ... na systému vZech podmnoZin dané mnoZiny je CAstedné a
neostré usporadani
« £ ... na mnoziné redlnych ¢isel je Uplné a neostré usporadani
. [0 ... na systému vS8ech podmnoZin dané mnoZiny je Castecné a
ostré uspofadani
. < ... na mnoziné& redlnych <¢isel je Uplné a ostré uspor¥adani
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Dvé mnoZiny, z nichZ jedna je podmnoZinou druhé jsou srovnatelné. Dvé
disjunktni mnoZiny jsou nesrovnatené /nesrovnatelné mohou byt i mnoZiny
, které nejsou disjunktni/. Ka%di dve& redlnd &isla jsou srovnatelné.

Relace 0,0 jsou vzédjemn& sdruZené a stejn& tak i relace <,<.

Relace "x d&li y" je relaci usporddédni na mnoZiné& p¥irozenych &isel.
Formaln& muZeme tuto relaci zapisovat a definovat takto:
xly =gef (k) ly=x.z].
Snadno ov&¥ime, Ye relace | m& vlastnosti RE,AN,TR.

Definice 2.4.2:
Redukce relace p je relace P, =p\p

2 /symbol "\" je symbolem mno¥inového rozdilu/.
Je-1i relace p

relaci ostrého uspo¥adani /Zastedného nebo Uplného/, pak se redukce p
r nazyva relaci pokryti nebo relaci bezprostfedniho pfedchdzeni.

Poznamky 2.4.2:
1. Redukce p, vznikne z phvodni neredukované relace p
vylouCenim v8ech té&ch dvojic <x,y>Ip
, pro které existuje zprost¥edkujici prvek z /pro tento prvek plati: <x,
z>p , <z,y>[P /. Je-11 xp
+y, Yikame, Ze prvek x je pokryvan prvkem y, nebo, Ze prvek y kryje prve
k x.
2. Plati: p je reflexivni = p,=w /W oznaduje prézdnou relaci/.
Dukaz: 1. xp2y < (k) [xpz O zpy]

xp?x = ([k) [xpz O zpx]
xp?x = xpx O xpx

xpzx = XPX

pZ = p

Pr = P\P?-w

3. Plati: p
Dukaz:

e ostré usporadéni na mnoZin€ redlnych ¢isel = p,=w.
(Ox,y) [xpy = (&) [xpz O zpy]]
xpy = xp?y
pp 2
4. py = p\p2=w
4. HaaseUv diagram relace P typu uspotrddéani je grafovy diagram relace (p\d)
r, kresleny tak, Ze v8echny orientované hrany sméruji vzhtru, takZe jeji

W N R Yoo W N

ch orientaci net¥eba na obrézku vyznadovat. HaaselUv diagram relace p
ziskdme z diagramu relace p tak, Ze:
1. vylouc¢ime vS8echny elementdrni smycky,
2. zrudime v8echny hrany <x,y>, které mohou byt nahrazeny dvojici hran <
X,2>,<2,V>,
3. topologicky transformuje diagram tak, aby vS8echny orientované hrany m
i¥ily wvzhuru.

Véta 2.4.1:

Necht p je neostré uspotfddéni na konedné mno?in& X a 0=p\d
je s nim sdruZené ostré usporadani. Potom plati:

(1) (o,)" = o,

(2) (o))" = p.

Redukce 0, je minimadlni relace, ze které jsou usporadani g a p
rekonstruovatelné.
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Dlukaz:
(1): - (op)" Oo
Dukazem je nasledujici implikac¢ni Yeté&zec:
0,-0\0¢ = 0,6 = (0,)" 0 0c*-0
- o0 (o))"
Dukazem je nasledujici implikac¢ni Yetézec:
1. x0y =
2. = x0zqlzq0z,0...0zx0y =
vS8echna z; jsou nutné& rtzna, jinak by 0 byla SY,
podet z; Jje nutné konedny, nebot X je konednd,
predpokladéme, Ze zq,zZ5,...,2x je nejdeldi posloupn
ost ze v8ech mo¥nych /je-1i takovych posloupnosti vice, v
ybereme libovolnou z nich/
3. = x0,z,0zq0,2z,0. . .z 0,y =
4. = X(OI)k+ly =
5. = x(0,) 'y
(2): p=0B = (0,)*B = (o,)"

P¥iklad 2.4.2:

Necht p je relace d&litelnosti
na mno?in& {2,3,4,6,8,12}. Grafové diagramy relaci p, 0=p\d a ©O
r Jsou na obrazcich 2.4.1.

relace o=p\d

6) Haaseuv diagram rel. p a O

(\S}

2 CD relace Oy

Definice 2.4.3:
Necht <
je uspo¥&ddani na mnoZin& X /Yikdme také, Ze reladni systém <X,<
> je uspofddand mno¥ina/ a necht MOX. Potom:
« a je minimdlni prvek mnoZiny M, jestliZe:
allM O = (kM) [x<a] .
«+ a je maximdlni prvek mnoZiny M, jestliZe:
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alM 0O = ([xk[OM) [a<x] .
- a je nejmensi prvek mnoZiny M, jestliZe:

allM O (Ox[OM) [asx] .
- a je nejvétsi prvek mnoZiny M, jestliZe:

allM O (Ox[OM) [x<a] .
«+ a je dolni zgvora mnoZiny M, jestliZe:

(Ox[OM) [asx] .

«+ a je horni zivora mnoZiny M, jestliZe:

. (OxOM) [x<al .
a je infimum mnoZiny M /a = inf M/, jestliZe a je nejve&tdi ze v

Sech dolnich z&vor mnoZiny M, tj. je-li:
(OxM) [asx] O (Ob) [ (OxM) [b<x] = b<al.
a je supremum mnoZiny M /a = sup M/, jestliZe a je nejmendi ze
vSech hornich z&vor mnoZiny M, tj. je-1li:
(Ox[OM) [x<a] O (Ob) [ (OxOM) [x<b] = a<b].

Poznamky 2.4.3:

1.

NejmensS$i prvek je také minimdlnim prvkem a je jediny. Minimé&lnich prv
ki mtZe byt vice a ZaAdny z nich nemusi byt nejmensgim prvkem. Podobné& nej
vétsi prvek je také maximdlnim prvkem a je jediny. Maximé&lnich prvku mu
Zze byt vice a Za&dny z nich nemusi byt nejvétsSim prvkem.

2.

Dolni a horni zé&vora, infimum a supremum mnoziny M mtZe do mnoZiny M

pat¥it, ale nemusi.
3.

V p¥ipadé€ Uplného usporadani pokmy minimdlniho a nejmens$iho prvku mno
ziny splyvaji a stejné tak pojmy maximdlniho a nejvétsiho prvku.

P¥iklady 2.4.3:
1.

Na obr.2.4.2 je pomoci Haaseho diagramu zobrazena mnoZina vsech délit
el &isla 72=8.9=-23.32 uspotréddand relaci dé€litelnosti. Kazdy z dé&litelu
lze napsat ve tvaru 2J.3K, kde 0<j<3 a o0s<ks<
2. Je tedy X={1,2,3,4,6,8,9,12,18,24,36,72}.

Uvazujme podmnoZinu M={4,6,12,18,36} mnoziny X a ilustrujme pojmy zavede
né v definici 2.4.3.
¢+ MnoZina M mé& dva minimdlni prvky 4 a 6 a nemd nejmensi prvek.
MnoZina M m&d jediny maxim&lni prvek 36, ktery je soucdasné jejim
nejvétsim prvkem.
Dolnimi z&vorami mnoZiny M jsou ¢isla 1 a 2, kterd do mnoZiny M
. nepatti.
Hornimi z&vorami mnoZiny M jsou ¢isla 36 a 72, z nichZ prvé do
mnoziny M pat¥i a druhé nikoliv.
. Infimum mnoZziny M je prvek 2, ktery do mnoZiny M nepat¥i.
Supremum mnoziny M je prvek 36, ktery do mnoZiny M pat¥i.
Infimum /supremum/ mnoZiny M je nejv&tdi spoledny d&litel /nej
mendi spoledny nédsobek/ vSech ¢isel pat¥icich do mnoZiny M.
2. Na obr.2.4.3 je Haaseovym diagramem zobrazena usporddand mnoZina <X, <
>, kde x={1,2,3,4,5,6,7,8,9} a <
je p¥irozené usporddani pr¥irozenych ¢isel podle velikosti. PodmnoZina M
={3,5,6,7} mnoZiny X mé& za dolni zavory c&isla 1,2,3 a za horni zavory 7,
8,9. Cislo 3 je soucdasné minimdlnim prvkem, nejmensim prvkem a infimem m
noziny M. Podobné& c¢islo 7 je soucasné maximalnim prvkem, nejvétdim prvke
m a supremem mnoziny M.
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Obr.2.4.2 O Obr.2.4.3

3. Necht X je mnoZina redlnych ¢isel pY¥irozené& uspofédand relaci < a

necht M je otev¥. interval (1,2). Potom 1= infM [OM, 2= supM [M.

Definice 2.4.4:
Uspofédanou mnozZinu <X, <
> nazyvame svazem /lattice/, JjestliZe spolu s kaZdymi dvéma prvky z X exist
uje v X jejich infimum a supremum /x,y0X = inf{x,y},sup{x,y}lX/.
Uspofédanou mnozZinu <X, <

> nazyvame uplnym svazem, jestliZe pro kaZdou nepréazdnou podmnoZinu MU
X existuje v X 1inf M a sup M.

Poznamky 2.4.4:
1.
Kazdy Uplny svaz je svazem, protoZe infimum a supremum existuje 1 pro
dvouprvkové mnozZiny.
2. Kazdy Uplny svaz <X,<
> obsahuje nejmend8i prvek 0 = inf X /svazovd nula/ a nejv&t3i prvek 1 =
sup X /svazova jednidka/, nebot XOX.

P¥iklad 2.4.4:
1.

MnoZina v8ech d&litelu &isla 72 spolu s relaci d&litelnosti /viz obr.
2.4.2/ je svazem a to UGplnym. Infimem libovolné podmnoZiny této mnoZiny
je nejveéts8i spolecdny dé€litel vSech &isel patficich do podmnoZiny a supre
mem pak jejich nejmengi spoledny nadsobek. Nulou svazu je ¢islo 1 a jedni
¢kou svazu ¢islo 72.

2. Systém vS8ech podmnoZin dané mnoZiny A tvo¥i vzhledem k relaci inkluze U
Uplny svaz. Nulou svazu Jje prazdnd mnozina U
a jednickou svazu mnoZina A. Infimem libovolného systému podmnoZin je p
rinik té&chto podmnoZin a supremem sjednoceni.

Uspotréddand mnoZina zobrazend Haaseovym digramem na obr.2.4.3 je Uplmy
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m svazem. Nulou svazu je ¢islo 1, jednickou svazu ¢islo 9. Infimem libov
olné podmnoZiny je minimum z ¢isel jeZ do ni pat¥i a supremem maximum.

MnoZina vSech pY¥irozenych ¢isel Jje svazem vzhledem k jejich pf¥irozené
mu usporadédni podle velikosti. Neni v8ak UGplnym svazem, nebot neni pravd
a, e ke ka?dé podmnoZin& /nap¥. k podmnoZ?in& sudych &isel/ existuje sup
remum. V tomto svazu neexistuje nejv&tdi prvek /jednidka svazu/.

Véta 2.4.2 /o pevném bodu/:
Necht <X,<> je uUplny svaz a necht ¢
je zobrazeni z X do X zachovavajici uspofréddéni, tj. s vlastnosti:
vz = ¢ (y)<¢p(z) .
Potom existuje prvek x[0OX takovy, Ze ¢ (x)=x.
/Zobrazeni zachovévajici uspoféddédni nazyvéme izotonnim zobrazenim a p

rvek x pro ktery plati ¢ (x)=x nazyvdme pevnym bodem zobrazeni ¢/.

Dukaz:

Oznacme A={alX: as¢(a)}. Vzhledem k tomu, Ze 0<¢p (0), je 00A a tedy A%
0. ProtoZe A je neprazdnou podmnoZinou uUplného svazu <X,<
>, musi v X existovat supremum této mnoZiny s=supA. Z izotonie zobrazeni ¢
vyplyva s<O(s)<dp(dp(s)). Tedy s,d(s)0a. Jeliko? s=suphr, musi platit §(s)<
s. Na druhé stran& z izotonie vyplyvad s<¢(s). Tedy ¢(s)=s, tj. prvek ¢ (s)
=s je pevnym bodem zobrazeni ¢.

Definice 2.4.5:
Lexikografické uspo¥adani mnoZiny XU vytvo¥ené usporddénim <
mnoZiny X je usporadani I[<
<X Xgy oo X2 [SIKY 1, V0, oo /YR = def
cdef (Hi)[xi=y;] O (sn) [(0i<3) [x3=y4] O x4sy41]

] definované takto:

Lexikografické uspofadani mnoZiny X vytvorené usporadanim <
mnoZiny X je usporadani I[<
XU Xgy oo X2 [SIKY 1, V0, oo /YR = def
egef (msn O (Oism) [x3=y4]) O (Osn) [(0i<3) [xi=y;] O x4sy41]

] definované takto:

/Poznamenejme, Ze symbol <
je v definici pouZzit ve dvojim smyslu: jednak jako symbol uspoYaddani pfiro
zenych ¢isel "jsn" a jednak jako symbol uspoféddéni mnoZiny X "Xijj“./

Poznamky 2.4.5:

1.
Uspofddani mnoZiny slov ve slovniku je lexikografické /slovnikové/ us
vz z z o * v ~ 7 ~ 7z z z z
poréadani mnoZiny A"~ vSech slov nad abecedou A vytvo¥ené usporadanim pism
en v abecedé.
2.

. . s ~ 2 s s v * v s /. .
Lexikografické uspo¥édéni mnoZiny X% /resp. X/, vytvorené Uplnym usp
orddadnim mnoZiny X, je Uplné. Naproti tomu direktni n-td mocnina uUplného
usporddani mnoZiny X nepY¥edstavuje Uplné uspoXadani mnoZiny XI.



