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2.3. Relace typu ekvivalence

Definice 2.3.1:
Relace p
na mnoziné X je ekvivalence, jestliZe je soucasné reflexivni, symetricka a
tranzitivni.
T¥ida prvku allX v ekvivalenci p
na mnoziné X je mnoZina v&ech téch prvka mnoZiny X, které jsou ekvivalentn
i s prvkem a, tj.
[a]p={xDX: xpatl .

Poznamky 2.3.1:

1.

Prunik ekvivalenci je op&t ekvivalence /nebot vlastnosti RE,SY,TR se

p¥end8eji na prunik - viz vé&ta 2.2.3/ a to nejvét8i ze v8ech ekvivalenci
obsazZenych ve v8ech pronikanych ekvivalencich.
2.

Sjednoceni ekvivalenci neni obecné ekvivalence. Tranzitivni uzdvér sj
ednoceni ekvivalenci vSak ekvivalenci je, a to nejmensi ze vsSech ekvival
enci obsahujicich v8echny sjednocované ekvivalence.

3.

Direktni soudin ekvivalenci je op&t ekvivalenci /na kartézském soudin
u nosidt nebo na kartézské mocnin& noside/.

Definice 2.3.2:

Systém mnoZin B={A;: 1i0I} je pokrytim mnoZiny A, jestliZe plati

A;#0 pro iI ,
) . ) DiDIAi:A
Plati-1i navic
AinAj:D pro i,jdr , i#j ,

pak pokryti B={A;: il
I} nazyvéme rozkladem mnoZiny A. MnoZiny A; nazyvame bloky /t¥idy/ rozklad
u.

Rozklad D={Cy: kUK} mnoZiny A nazyvéme zjemnénim rozkladu B={A;: il
I} téZe mnoziny A, jestliZe kaZdy blok rozkladu D je podmnoZinou néjakého b
loku rozkladu B.

vVéta 2.3.1:
(1) p je ekvivalence na mnoZin& X = {[x]p: x[X} je rozklad na X.
(2) {Xj: i0I} je rozklad na X = relace definovand vztahem

xpy < (LOI) [x0x; O yOX;]

je ekvivalenci na X

(3)
Kazda relace ekvivalence na mnoziné€ X definuje rozklad mnoziny X a ob
rdcené kaZdy rozklad mnoZiny X definuje relaci ekvivalence na mnoZiné X
/mezi mnoZinou v8ech ekvivalenci na dané mnoZin& a mnoZinou v8ech rozk
ladu této mnoZiny existuje bijekce/.
(-]
Dukaz:

(1) Musime dokézat, Ze tIridy [x]p jsou: a) neprézdné, b) pokryvaji X,
c) jsou disjunktni.
a) P Jje RE = xpx = xD[x]p = [x]p¢D
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b) X={x:x0Ox} 0O DXDX[X]p a tedy X:DXDX[X]p
c) [X]pi[y]p = [x]pﬂ[y]p:D ... dokdZe se sporem
(2) Musime dokézat, Ze p je RE,SY,TR.
RE: xUxX = (HOI) [x0Ox5] = (HOI) [xOx; O xOx;] = xpx
sy: xpy = (OL0OI) [xOx; O yOx;] = (OI) [yOx; O xOx5] = ypx
TR: xpy 0O ypz = (HOI) [xOx; O yOx;] O (kOI) [yOX O z0X] =
= (O01) [vOx; O z0x5] = xpz  /jestliZe yOx; O yOXy, pak
i=k/
(3) Je slovnim shrnutim tvrzeni (1) a (2).

Definice 2.3.3:
Systém {[x]pn:x0X} t¥id rozkladu definovaného ekvivalenci p
oznadujeme symbolem X/p
a nazyvame faktorovou mnoZinou mno?iny X podle ekvivalence p.
Zobrazeni, které pY¥itfazuje kaZdému prvku x[X t¥idu [x]
do které prvek x pat¥i, nazyvame p¥irozenym /kanonickym/ zobrazenim mnoZin
y X na faktorovou mnoZinu X/p. Toto zobrazeni je surjekci.

P¥iklady 2.3.1:
1. Necht p je relace na mnozZiné I celych &isel definovand takto:
xpy =gf (rozdil cisel x,y je deélitelny Cislem m beze zytku).
Tato relaci Jje nazyvadna kongruence modulo m a je oznacovana zapisem
x=y (mod m) .
Snadno ové¥ime, Ze relace =(mod m)
/je-11 hodnota modulu m p¥edem znéma, piSeme pouze =
/ je RE, SY, TR. Kongruence modulo m je tedy ekvivalenci na mnoZiné& cely
ch ¢isel. Faktorovou mnoZinou, vytvofrenou touto ekvivalenci, je systém z
bytkovych tfid modulo m oznadovany zapisem
Zm = I/=(mod m), nebo stru¢néji z, = I/=
Snadno ové¥ime, Ze do téZe t¥idy patfi ta celd &isla, kterd po vydéleni
modulem m déavaji stejny zbytek. Zbytek nabyvad hodnoty z mnoZiny {0,1,2,.
.,m-1} a existuje tedy celkem p t¥id /bloktu/ rozkladu.
Je-1i nap¥ m=3, pak 7, = {0,1,2}, kde

0= {...,-6,-3,0,3,6,9,...}
1= {...,-5,-2,1,4,7,10,...}
2= {...,-4,-1,2,5,8,11,...}

2. Necht ¢ je zobrazeni z X do Y. Definujme relaci p na X takto
xpy =gf ¢ (x)=¢(v).
Potom relace p je ekvivalenci a plati
Px)=¢ T(d(x)).
P¥ipomeiime, Ze p(x)={yUX:xpy} Ekvivalenci p
nazyvame jéddrem /kernel/ zobrazeni ¢.

Nap¥. rovnice /nebo soustavy rovnic/ x,y Jjsou ekvivalentni, maji-1i p
Yesn& stejné mnoZiny YeSeni ¢ (x),¢(y). Ekvivalence p
"mit stejnou mnoZinu YeSeni" je ja&drem zobrazeni, které ke ka?dé rovnic
i x p¥ifazuje mnoZinu ¢ (x) jejich ¥edeni.

3.

Rovnobé&Znost je ekvivalence na mnoZin& vZech p¥imek /nebo vektoru/ v
roviné nebo prostoru. MnoZina v8ech smé&rt je faktorovd mnoZina této mnoZ
iny vzhledem k relaci rovnobé&Znosti.

4.

Shodnost /podobnost/ je relace ekvivalence na mnoZin& vZech trojuheln
ikt /nebo rovinnych obrazct/.
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Definice 2.3.4:
Ekvivalendni uzdvér relace p
je nejmensi ekvivalence obsahujici relaci p.

Poznamky 2.3.2:
1. Ekvivalen¢ni uzédvé&r relace p
je soucCasné& reflexivni, symetricky a tranzitivni uzavér relace p

Ekvivalenéni uzaveér relace p je dan vyrazem (pD)D.

Véta 2.3.2:

Ke ka¥dé ekvivalenci p na mno?in& X existuje zobrazeni ¢
z X do X takové, Ze plati:

p = dodp L,

tj. kaZdou ekvivalenci na X lze reprezentovat vhodnym zobrazenim z X do X.

Dukaz:

Necht X/p={X;:1i0I} je rozklad X podle p
Zvolme v kaZdé t¥id& X; libovolnym zplsobem jeden prvek x; /reprezentant
t¥idy/. Hledané zobrazeni ¢ p¥i¥fazuje kaZdému prvku x[
X reprezentanta x; t¥idy [x]p do které prvek x; pat¥i. Potom plati:
xpy = () [xpz O yoz] = () x¢pz O 26 1y] = x(podp 1)y,

Véta 2.3.3:
Necht 0 je relace na mnoZiné& X s nasledujicimi dvéma vlastnostmi:
1. 0 je zobrazeni z X do X,
2. 0 Jje asymetrickd /a tedy 1 ireflexivni/.
Potom plati: relace
p= (0B )o(cB ) !
je ekvivalence a je nejmensi relace s vlastnostmi 1.a 2., ze které lze rela
ci p rekonstruovat.

Dukaz:
/Idea dukazu je patrna z pf¥ikladu 2.3.2./

Poznamky 2.3.3:
1.
Ekvivalence jsou - vzhledem k vlastnosti tranzitivity - zpravidla vel
mi rozsdhlé relace. Proto vznik& Uloha jejich Usporné reprezentace v pam
gti poclitace. Metodu takové reprezentace nabizeji véty 2.3.2 a 2.3.3 pom

oci zobrazeni ¢ a 0 - viz nésledujici p¥iklad 2.3.2.
2. K rekonstrukci ekvivalence z minimdlni relace lze vyuzit vztahy:

p = (08 )o(clB ) !
p = (chU

P¥iklad 2.3.2:
UvaZujme ekvivalenci p
na mnoziné {1,2,3,4,5,6,7,8,9} definovanou rozkladem {{1,2,3},{4,5,6},{7,8
,9}} této mnoZiny. Na obr.2.3.1 jsou zobrazeny relace p, ¢, ©
Za reprezentanty t¥id byly zvoleny prvky 1, 4, 7. Relace p
obsahuje 27 prvkt, relace ¢ 9 a relace 0 6 prvku.
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