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2.2. Homogenni binarni relace

Definice 2.2.1:
Bindrni relace v /na/ mnoZiné X je podmnoZina p
druhé kartézské mocniny mnoZiny X, tj.
pOxxX, neboli pOx2.

Poznamky 2.2.1:
1. Tématem této kapitoly je reladni systém <{X}, {p
}>, neboli, zjednodusSené& zapsano, <X,p
>. JelikoZ predpokladdédme implicitni zadédni nosicde X, hovorime pouze o r

elaci p.
2.
Homogenni bindrni relace /tj. bindrni relace na mnoZin&/ je specidlni
m p¥ipadem obecné korespondence /heterogenni bindrni relace/ a plati te
dy o ni v8e, co o korespondenci. Definice operaci inverze a kompozice a
vlastnosti téchto operaci se p¥enasSeji beze zmény.
3. KaZdou nehomogenni bindrni relaci <X,Y,p
> lze prevést na homogenni bindrni relaci <Z,Z,0> takto:
z=xX0y, (Ox,y02) [xoy < x0Ox O yOy O xpy]
/P¥iklad: X,Y,Z jsou po Yad& mnoZinami Z¥en, muZt, 1idi a p,0
relacemi "x je manZelka y"/
4. Trividlni bindrni relace na mnozZiné& X:
. w=0 ... prédzdné relace
. I=EXXX=X2 ... Uplnéd relace
. 0={<x,x>: x0Ox} ... identickd /diagondlni/ relace
Pro v8echny relace p plati:
. oop = pod = p
. wop = pow = W
5. Booleovské operace s bindrnimi relacemi:
x(pld )y < xpy U xoy
x(pno)y = xpy U x0Oy
Xp'y = "xpy
6.

Bindrni relace na kone¢né mnoziné lze reprezentovat orientovanymi gra
fy podle nésledujiciho pravidla:
xpy < (z uzlu x do uzlu y vede orientovand hrana) .
Teorii orientovanych grafu lze povaZovat za teorii konednych bindrnich
relaci, teorii neorientovanych grafdu za teorii koned&nych symetrickych b
indrnich relaci /homogennich/.

vVéta 2.2.1:

Necht p,0,T
jsou libovolné bindrni relace na téZe mnoZiné& X. Potom plati:

(1) (pld )ot = (pot) U (0O0T)
(2) po(ad ) = (poo)U (poT)
(3) (pno) ot = (poT)n (0O0T)
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(4) po (ONT) = (pod)n (poT)
(5) (po )t = plo 1L
(6) (pno) 1 = plno?
(7) (poo) 1 = o lop 1
(8) pl6 = (pot)(0coT)
(9) pld = (top) U (t00)

Dukazy /ukézky/:

(2) 1. x(po(al@))y levd strana

2. (k) [xpz O z (ol )yl definice o: 1

3. (k) [xpz O (zoy 0O zty)] definice O: 2

4. (k) [(xpz O zoy) O (xpz O zty)] pO(glr) « pOgpdr : 3

5. (k) [xpz O zoyl O (k) [xpz O zty] (& [pgq] =>[kplzqg: 4

6. x(poo)y O x(pol)y definice o: 5

7. x((poo) O (po1))y definice 0:6, prava strana
(7) 1. x(poo) 1Ly levad strana

2. y(po0)x definice "1: 1

3. (k) [ypz U zox] definice o: 2

4. (k) [zp 1y O xo 1z] definice "1: 3

5. (k) [xo 1z O zp ly] pg=qllp: 4

6. X(G'lop'l)y definice o0:5, pravd strana
(9) 1. plo p¥edpoklad

2. XPy=>x0y pfepis: 1

3. x(Top)y pY¥edpoklad

4. ([k) [xt1z O zpy] definice o: 3

5. (k) [xtz O zoy] (p=1) = (go=>qgllr) : 2,4

6. xX(ToO)y definice o: 5

Definice 2.2.2:

Celodiselnd mocnina bindrni relace p
je definovéna /pomoci diagondlni relace, operace kompozice a operace inver
ze/ induktivn& takto:

p0=3
pR=popk-1, k=1,2,...
p'k: (pk) 'l

Poznamky 2.2.2:

1. Je-1i relace p
na konec¢né mnoZiné& zobrazena orientovanym grafem /jeho diagramem/, pak:
xpky znaCi, Ze existuje orientovand cesta délky k z uzlu x do uzlu v,

%

2. P¥iklad: Necht xpy znadi "x je rodi& y" Potom:

v znacdi, Ze existuje orientovand cesta délky k z uzlu y do uzlu x.

xpzy .... znac¢i "x je prarodic y"

xp3y .... znac¢i "x je praprarodic¢ y"

xp’ly .... znac¢i "x je dit& y"

xp’zy .... znac¢i "x je potomek v 2.pokoleni y"

Definice 2.2.3:
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n
n

’

Direktni soudin relaci p a 0 definovanych na mno?in& X je relace plo

definovand na mno¥in& X2=xxX takto:

<X1,X> (PO )<yq1,¥p> = xq1pyq O x,0y,.
Obecnéji direktni soucin n relaci p,Py,...,P
definovanych na mnoZ iné&é X je relace pq1[p ,0...00
definovand na mnoZing XM=XXXX...XX takto:
X1, %o, oo, X (PP SO0 )<y, Ve, oYY =
= x1p1yq O xpppyoU. . Hxpppyy
Je-1i specidln& pi=py=...=pp=P
pak hovorime o n-té direktni mocniné relace p.

Poznamky 2.2.3:

1.

Zatimco mnoZinové operace /sjednoceni, prunik, komplement, rozdil, sy
metricky rozdil, .../ a operace kompozice a inverze /a z nich odvozenéd op
erace mocniny/ s bindrnimi operacemi na mnoZin& X vedou op&t k bindrnim
relacim na téZe mnoZin& X, operace direktniho soudinu /a direktni mocnin
y/ vedou k operacim s novym nosidem: misto nosife X m& novéd relace nosid

XD=XxxXx, .. xX.

Priklad: Je-1i nosidem mnoZina redlnych ¢isel a oznacduji-1li symboly =
,< relace rovnosti a uspofddani na této mnoZiné&, pak n-té direktni mocni
ny t&chto relaci jsou relace rovnosti a uspofédéni /Z&stedného/ na mnoZi
né vsech n-rozmérnych redlnych vektorua.

Definice 2.2.4:

Bindrni relace p

na mnozin& X se nazyva ..., jestliZe pro vSechna x,y,zUX plati:
. reflexivni /RE/: XPx
. ireflexivni /IR/: A xXPxX
. symetrickd /SY/: Xpy = ypx
. asymetricka /AS/: xXpy = "ypx
. antisymetricka /AN/: xpy U ypx = x=y
. tranzitivni /TR/: xpy O ypz = xpz
. souvisla /SO/: xpy O ypx O x=y
. univalentni /FU/: xpy O xpz = y=z

Poznamky 2.2.4:

1.

Bindrni relace, se kterymi se v praxi nejcastéji setkavéme, jsou veétsg
inou charakterizovéany urc¢itou kombinaci vy8e uvedenych tzv. zédkladnich v
lastnosti. Tak nap¥. relace typu ekvivalence je relace, kterd je souclasn
& RE,SY,TR, nebo relace typu uspo¥adani /Z4stelného, neostrého/ je relac
e, kterd je soucCasné RE,AN,TR. Relace s vlastnostmi RE,TR se nazyva kvaz

iuspofadanim nebo toleranci <&i predusporadanim /preorder/.

Zédkladni vlastnosti bindrnich relaci byly definovany formulemi predik
dtové logiky. Rovnocennym zpusobem lze je také definovat pomoci mnoZinov
ych vztaht:

. reflexivita /RE/: O0lp , nebo Olp =p, nebo dnp=9>

. ireflexivita /IR/: pld ', nebo pd '=0’, nebo pnd’'=p
. symetrie /SY/: p=p 1

. asymetrie /AS/: pnp l=w

. antisymetrie /AN/: pnp 1=%
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. tranzitivita /TR/: poplp
. souviglost /SO/: pp 1B =i
3.
Na obr.2.2.1 jsou zobrazeny zadkladni vlastnosti RE,SY,TR pomoci grafo
vych diagrami.
x<?> Q:ji;;:p < Z
X % Ck\\tﬁk*g//?,/;D
y
Reflexivita Symetrie Tranzitivita
Obr.2.2.1. Zékladni vlastnosti homogennich bindrnich relaci
4. Zékladni wvlastnosti vyjmenované v definici 2.2.4 nejsou nezdvislé jak uk
azuje nasledujici véta 2.2.2. Ne vS8echny kombinace zédkladnich vlastnosti
jsou tedy moZné.
Véta 2.2.2:
(1) Relace p je asymetrickd = relace p je ireflexivni.
(2) Relace p je asymetrickd = relace p je antisymetrickéa.
(3) Relace p je souvisld = relace P’ je antisymetricki.
Dukaz:
Ad (1): 1. xpy = "ypx p¥edpoklad /asymetrie/
2. Xpx = xpPx substituce y/x: 1
3. axpx jinak by 2. neplatilo /ireflexivita/
Ad (2): 1. xpy = "ypx pf¥edpoklad /asymetrie/
2. =axpy U =ypx VI: 1
3. = (xpy O ypx) de Morgan: 2
4. xpy O ypx = x=y nebot xpy 0O ypx neplati - 3 /antisym./
Ad (3): 1. xpy O ypx O x=y p¥edpoklad /souvislost/
2. a(xpy Uypx) = x=y 2I: 1
3. =axpy U -ypx = x=y De Morgan: 2
4. xp'y Oyp'x = x=y definice ’': 3 /antisymetrie p’/

Véta 2.2.3:

Pro v8echny z4kl. vlastnosti RE,IR,SY,AS,AN,TR,SO homogennich bindrni

ch relaci plati:

(1) Vlastnosti jsou dédicéné, tj.jejich platnost se p¥endsi z dané

relace na kazdé jeji zuZeni.

(2) M&-11 relace danou vlastnost, pak ji md i relace k ni inverzni.

(3) Maji-1i dvé relace urcitou vlastnost, pak tuto vlastnost ma i

jejich prunik.

Dlukaz:

Ad (1): Proménné v definic¢nich formulich zdkladnich vlastnosti
/definice 2.2.4/ jsou v8echny obecn& kvantifikovény. Formule
musi proto zustat v platnosti i p¥i libovolném zGZeni relace.
D&dic¢nymi proto nap¥. nejsou negace zadkladnich vlastnosti,
nap¥. vlastnost relace nebyt reflexivni, nebyt symetrickou a
pod.

Ad (2): Dukaz tvrzeni nap¥. pro vlastnost tranzitivity:

1. xpy Uypz = xpz
2. yp ix Ozply = zp 1x
3. zp iy Oyp ix = zp 1x
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Ad (3): Dukaz tvrzeni napf¥. pro vlastnost symetrie:
1. (xpy = ypx) U (x0y = yoOx)
2. (xpy O xoy) = (ypx 0O yox)
3. x(pno)y = y(pPNO)x

Definice 2.2.5:
Uzadveér relace je nejmensi nadrelace této relace, kterd mé& urc¢itou vla
stnost charakteristickou pro dany druh uzévéru..
Reflexivni uzdvér relace p je nejmensi relace, kterd relaci p
obsahuje a soucdasn& je reflexivni. Tento uzavér oznadime p”.
Symetricky uzdvér /symetrizace/ relace p
je nejmensi relace, kterd relaci p
obsahuje a soucfasné je symetrickd. Tento uzdvér oznadime pD.
Tranzitivni uzdvér relace P je nejmensi relace, kterd relaci p
obsahuje a soudasn& je tranzitivni. Tento uzav&r oznadime p*.
Reflexivné-tranzitivni uzdveér relace p
je nejmensi relace, kterd relaci p
obsahuje a soucCasné je reflexivni i tranzitivni. Tento uzdvér oznacime p*.

Véta 2.2.4:

(1 Reflexivni uzavé&r lze vyjad¥it ve tvaru: p’'=pld

)
(2) Symetricky uzédvér lze vyjad¥it ve tvaru: pD:p@ -1

(3) Tranzitivni uzavdr lze vyjad¥it ve tvaru: pt=plp 2 30...

(4) Refl.-tranzit. uzavdr lze vyjad¥it ve tvaru: p*=dpp 2p 30...

Dlikaz:

Ad (1): Trividlni - vyplyvad ihned z definice.

Ad (2): Treba dokazat: a) p je obsaZena v pD, b) p[J je symetricka,
c) pD je nejmendi relace s obéma vlastnostmi a),b).

a) z pH-pp "1 vyplyva pp U,

b) Dukazem je nasledujici ¥Yet&zec rovnosti:
xpHy=x (pp ~1)y=xpylxp Ly=ypxOyp 1x=y (p[ ~1)x=ypHx-

c) Necht 0 je libovolnéd symetrickd relace obsahujici relaci p,
tj. pd a 0=0"1. Mame dokézat pDEF. Dukazem je nésledujici
fet&zec vztahu:

pU=pp "li66 ~l-0l6 -0
/nebot je-1i pld , je také p‘lm"l/.

Ad (3): TY¥eba dokézat a),b),c) podobn& jako v p¥edchozim bodé&.
a) plp "
b) xptylypTz = xplylyplz = x(plopt)z = xp™ly = xp*z
c) Necht 0 je libovolnd tranzitivni relace obsahujici relaci p,

Méme dokézat p*l0 . Dukazem je ndsledujici Yet&zec inkluzi a
rovnosti:

pt=plp 2ip 30... 0 o6 26 30... O odléd ... =0
Ad (4): Vyplyva ihned z (1) a (3).

Poznamky 2.2.5:

1. Je-1i relace p
na konedné mnoZin& zobrazena orientovanym grafem /jeho diagramem/, pak:



Markl: 2.2.Homogenni binarni relace /ras22.doc/ Strana 6

(1) Diagram reflexivniho uzavé&ru p”’ vznikne z diagramu relace p
tak, Ze ke ka¥dému uzlu p¥iddme smycdku /hranu vedouci
do téhoZ uzlu/, pokud tato smyclka Ji¥ v grafu neexistuje.

(2) Diagram relace symetrického uzavéru pD vznikne z diagramu
relace p tak, Ze ke ka?dé hran& pr¥ipojime opalné&
orientovanou hranu - pokud jiZ v diagramu neexistuje.

(3) Diagram tranzitivniho uzav&ru p* ziskéme z diagramu relace p
tak, Ze diagram obohatime o hrany spojujici
kazdy uzel se v8emi uzly, které jsou z ného dosaZitelné.

. . ~ . . z o~ * .
(4) Diagram reflexivné-tranzitivniho uzavéru p° vznikne z

diagramu tranzitivniho uzdvéru p* doplné&nim diagramu o
elementdrni smycky ke kaZdému uzlu u kterého neexistuji.

2. Priklad. Je-1i p relace "byti rodicem", pak tranzitivni uzdvér p
* je relaci "byti p¥edkem". Je-1li p
relace "byti dit&tem", pak tranzitivni uzévér p

* jJe relaci "byti potomkem".



