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2. Relad¢ni systémy

2.1. Korespondence a zobrazeni

Definice 2.1.1:
Korespondence mnozZiny X do mnoZiny Y je relacdni systém <AX, Y}, {p
}>, se dvéma nosii - mnoZinami X,Y - a jednou obecnou bindrni relaci pOxx
Y. Nosid¢ X nazyvame levym oborem relace p a nosid¢ Y pravym oborem.
Misto zépisu <{X,Y}, {p}> budeme v&tsinou uZivat zjednoduSeny zapis <X,Y,
p> a je-11 specidln& X=Y /relace p je homogenni/, pak misto zdpisu <{X}, {p
}> zapis <X,p
>. PovaZujeme-1i nosice za implicitné& dané, pak korespondenci budeme nazyvat p
Yimo relaci p.

Poznamky 2.1.1:
1. Skute&nost, ZYe <x,y>[p /mnoZinovy zédpis/ lze strun&ji zapsat takto:

«  pxy ... prefixovy zépis /n&kdy také p(x,y)/
«  xXyp ... postfixovy zépis
«  xXpy ... infixovy zapis /nejast&ji pouZivany tvar/

2. Dal8i terminologie a notace:

- D(p)=1{xOx: (OyOY) [xpyl} ... definicni obor korespondence p
/domain/

«  R(p)={y0OY: (xOX) [xpy]l} ... obor hodnot korespondence p /range/

- p(a)={ydy: (kOa) [xpy]l} ... obraz mnoZiny AIX v korespondenci p

. p’l(B)={xDX: (yOB) [xpyl} ... vzor mnoZiny BUOY v korespondenci p

- pla)={y0y: apy} ... obraz prvku allX v korespondenci p

. p l()={x0Ox: xpb} ... vzor prvku bOY v korespondenci p

«  PNAXB ... zGZeni /restrikce/ korespondence p na AxB /Alx, BOY/

P¥iklady 2.1.1:

. ¢loveék x je akciond¥em podniku v,

. anglické slovo x m& aspoil jeden spoledny vyznam s Ceskym slovem vy,
. ¢lovék x je sourozenec c¢lovéka vy,

. Cisla x,y jsou ve vztahu x2+y2<1.

Definice 2.1.2:
Korespondence <X,Y,p>, <Y,X,0> jsou navzdjem inverzni, jestliZe plati:
(Ox0Ox) (Oy0dy) [xpy < yoOx] .
Skutecnost, Ze relace pP,0 jsou navzdjem inverzni oznadujeme zapisem:
p=c°1, o=p 1.

Poznamky 2.1.2:
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V pfipadé& konecnych relaci miZeme relaci reprezentovat booleovskou matic
i. Matice reprezentujici inverzni relaci je potom transponovanou matici k mati
ci reprezentujici ptivodni relaci. Inverzni relaci nazyvéme proto také transpon
ovanou relaci k puvodni relaci.

P¥iklady 2.1.2:
inverzni relaci k relaci "pfedmét x pati¥i &lovéku y" Jje relace "Cloveék y
vlastni p¥edmeét x",
. inverzni relaci k relaci "x je rodicem y" je relace "y je dit&tem x",
inverzni relaci k relaci "x je sourozencem y" je relace "y Jje sourozence
m XII,

Definice 2.1.3:

Korespondence <X,Z,T
> je kompozici /soulinem, sloZenim/ korespondenci <X,Y,p> a <Y,Z,0
> /v tomto po¥adi/, jestliZe plati:

(ODx0x) (0z0z) [x1z < (yOY) [xpy O yozl].
Skutednost, Ze korespondence T je kompozici korespondenci p a O
zapisujeme takto:
T = poo, nebo T = P.0, nebo T = PO

Poznamky 2.1.3:
1. Na obr. 2.1.1 je ilustrovén pojem kompozice korespondenci <A,B,p> a <B,C,0>
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Obr.2.1.1. Kompozice relaci <A,B,p> a <B,C,0>.

P¥iklady 2.1.3:

kompozici relaci "x je bratrem y" a "y je rodicem z" je relace "x je str
ycem z",

kompozici relaci "x Zije ve m&sté& y" a "m&sto y se nachdzi v zemi z" je
relace "x Z2ije v zemi z".

Véta 2.1.1:
Kompozice /soudin/ korespondenci /obecnych bindrnich relaci/ je asociati
vni, tj. pro relace <X,Y,p>, <Y,Z,0>, <Z,T,1> plati:
(po0) ot = po (0oT) .

Dlukaz:
Idea dukazu je ilustrovéna grafovym diagramem na obrézku 2.1.2.
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Obr.2.1.2. Asociativita kompozice relaci <A,B,p>,<B,C,0>.<C,D,T>

Formalnim dukazem je nédsledujici ¥eté&z navzédjem ekvivalentnich tvrzeni:

1 x ( (po0d)oT) t
2 (z02Z) [x(poo)z O ztt]
3 (x0z) [(OyOY) [xpy O yoz] O ztt]
4, (z0z) (GyOY) [xpy O yoz O ztt]
5 ([kDY)[ xpy O ([x0Oz) [yoz O ztt]]
6 (yOy) [ [xpy O y(got)t]]
7 x(po(OoT))t
Véta 2.1.2:

Pro inverzi kompozice, sjednoceni, prtniku a komplementu bindrnich relac
i plati /noside relaci musi byt takové, aby operace mezi relacemi byly provedi
telné/:

1. (poo) 1 = o lop?
2. (p@-)-l — p-l@--l
3. (pno) 1l =plnotl
4. (p) b= (ph
Dlikaz:
Ad 1: 1. x(pog) 1y
2. y(po0)x
3. ([bDZ)[YpZ 0 zox]
4. (0O2) [zp 1y O xo 1z]
5. (DZDZ)[ lz O zp ly]
6. x( op
Ad 2: 1. x(pD‘)‘
2. y(plo )x
3. ypx U yox
4., xp’ly 0 xo 1y
5. x(plo Ly

Ad 3,4: obdobné

Definice 2.1.4:

Korespondence <X,Y,¢
> je zobrazeni /z mnoZiny X do mnoZiny Y/, jestliZe plati:

(O0x0x) (Oyq,y,07) [xdpy, O xpy, = yvi=y5].

Poznamky 2.1.4:

1. Je-1i ¢ zobrazeni, pak ke ka?dému x[OX existuje nejvyde jedno ylO
Y takové, Ze xfy. Vedle mnoZinového zdapisu <x,y>l) a rela¢niho zépisu x¢
y, uZivédme proto nejast&ji funk&ni zépis y=¢ (x)
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2. Dalg8i terminologie a notace:

- D(d)={xOx: (yOy) [y=¢(x)]1} ... defin.obor zobrazeni ¢ /domain/
- R(b)={y0Oy: (xOx) [y=¢(x)]} ... obor hodnot zobrazeni ¢ /range/
D(P)OX ... ¢ je Bastedné zobrazeni z X do Y
D(p)=X ... ¢ je Gplné zobrazeni X do Y
R($)OY ... ¢ je zobrazeni z X do Y
R($¢)=Y ... ¢ je zobrazeni z X na Y

3. Necht <X,Y,¢> je zobrazeni a AX. Potom zobrazeni <X,Y,pnAXY> se
nazyvad zuZenim /restrikci/ zobrazeni ¢ na mnoZinu A.

P¥iklady 2.1.4:
« Zobrazeni y=tg(

x) je Céstedné zobrazeni z R do R,
. Zobrazeni y=sin(

(

(

)
x) Jje Uplné zobrazeni z R do R,
log(x)) je zobrazeni z R do R,
x) je zobrazeni z R na R.

. Zobrazeni y=abs
« Zobrazeni y=log

vVéta 2.1.3:
Necht ¢,y jsou zobrazeni. Potom plati:

o= < D(O)=DW) O (OxOD(d)) [d(x)=P(x)].

Dlikaz:
Trividlni. Tvrzeni vyplyvad ihned z definice.

Véta 2.1.4:
Kompozice /soudin/ zobrazeni je op&t zobrazeni, tj. jsou-li relace <X,Y,

o>, <Y,Z,P> zobrazenimi /funkcemi/, pak i sloZend relace <X,Z, oy
> je zobrazenim /funkci/.

Dlikaz:
zZobrazeni je korespondence a kompozice korespondenci je opé&t koresponden
ci. Zobrazeni ¢ p¥iYazuje ke kaZdému x[OX nejvyde jedno yOY a zobrazeni
p¥ifazuje ke kaZ?dému y[Y nejvySe jedno z[0z. Tedy korespondence ¢oly
p¥ifazuje ke kaZdému xOX nejvySe jedno zUZ a tedy je zobrazenim.

Poznamky 2.1.5:
1. Vedle zépisu x(¢oy)z pouZivame také zapis z=(doy
) (x) nebo nejast&ji zépis z=Y (¢ (x)) .

2. Inverzni relace k zobrazeni nemusi byt zobrazenim.

Definice 2.1.5:
Zobrazeni <X,Y,¢> /tj. zobrazeni z mno¥iny X do mnoZiny Y/ se nazyva:
surjektivni /je surjekci, je zobrazenim na/, jestliZe
(Oy0Oy) (kOX) [y=¢ (x
injektivni /je injekci, je prostym zobrazenim/, jestliZe
(Ox,x'0x) [x£x’ = ¢ (x)£d (x
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bijektivni /je bijekci, je vzdjemn& jednoznadnym zobrazenim/, jestliZe j

e soucasné injektivni i surjektivni.

P¥iklady 2.1.5:
1.
Permutace je bijektivni zobrazeni konecné mnoZiny do sebe. jinym priklad
em bijekce je identické zobrazeni libovolné mnoZiny dna sebe:
(Ox0Ox) [¢ (x) =x] .
2. Zobrazeni ¢ z mnoZiny X do mnoZiny Y, kterd je nadmnoZinou mnoZiny
X, definované vztahem ¢ (x)=x je injekci. Inkluzi lze chépat jako
zU%eni identického zobrazeni.

3. Zobrazeni ¢ z mnoZiny XXY do mnoZiny X definované vztahem ¢ (<x,y>)=x
se nazyva prvni projekci. Obdobné& zobrazeni Y z mnoZiny XxY do

mnoziny Y definované vztahem Y (<x,y>)=y se nazyvad druhou projekci.
Obé& projekce jsou p¥ikladem surjekce.

4. Na obr.2.1.3 jsou zobrazeny priklady surjekci a injekci.

| |
al b1 al b1 al1Q— b1 al b1
| | | | | |
| | | | | |
a2 b2 a2 b2 a2 Ob2 az b2
| | | | | |
| | | | |
a3 b3 a3 b3 a3 b3 a3 b3
l l l l l l
a4 | ! b4 a4d b4
| | | | | |
A— B A— B A—B A— B
ani surjekce, surjekce, injekce, surjekce i

ani injekce

ne injekce

ne surjekce

injekce

Obr.2.1.3. Surjektivni a injektivni zobrazeni

Véta 2.1.5:
Ka?dou funkci ¢ lze vyjad¥it jako kompozici surjekce a injekce, tj. ¢
(x)=X(W(x)), kde Y je surjekce a X je injekce.

Dukaz:
Idea dukazu je ilustrovédna na obr.2.1.4. Je-1i ¢
zobrazeni z A do B, pak U
definujeme jako zobrazeni z A do C, kde C={Cq,C,,.
Ziny A takovy, Ze a,a’'lC; < ¢(a)=¢(a’). Funkce
je pak zajisté surjekci a funkce X zobrazujici C do B injekci.

..} je systém podmnoZin mno
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funkce surjekce injekce
Obr 2.1.4. Funkci lze vyjad¥it jako soudin surjekce a injekce

Véta 2.1.6:
Necht ¢
je zobrazeni konecné mnoZiny X do sebe. Potom nadsledujici tvrzeni jsou ekviva
lentni:
je surjektivni,
je injektivni,
je bijektivni.

S e e

Dlikaz:
Vzhledem k definici bijekce postadi dokazat:
¢ je surjekce <= ¢ je injekce.
Pravdivost tvrzeni se snadno nahlédne /a dukaz zkonstruuje/ na zéklad& obr.2.1
.3,

Definice 2.1.6:

Dv& mnoZiny A,B nazyvame ekvipotentnimi /majicimi stejnou mohutnost nebo
li kardinalitu/ a piSeme Al
B, jestliZe existuje bijekce mnoZiny A na mnoZinu B.

MnoZina A se nazyva spofetnd, je-1i ekvipotentni s mnoZinou pY¥irozenych
¢isel. MnoZina, kterd je kone¢nd nebo spoletnd se nazyvd nejvysSe spoletnd. Nek
onenéd mnozina, kterd neni spoletnd se nazyva nespodetna.

Mohutnost systému vZech podmnoZin spodetné mnoZiny /neboli: mohutnost v§
ech podmnoZin mnoZiny p¥irozengych &isel/ se nazyvd mohutnost kontinua.

Mohutnost /kardinalitu, kardindlni ¢islo/ mnoZiny A oznadujeme zdapisem:
card (A)

Poznamky 2.1.5:
1. z¥ejm& plati:
. AlA
- A[B = B[
. AR 0O Bl = Alr
. card(A)=n < Al{1,2,...,n}

2. Pro dvé mnoZiny A,B jsou logicky moZné ndsledujici &ty¥i p¥ipady:
(1) Mezi obéma mnoZinami existuje bijekce.
(2)
Existuje bijekce mezi jednou mnoZinou a vlastni podmnoZinou druhé
mnoZiny a p¥itom neexistuje bijekce mezi druhou mnoZinou a vlastni podmn
oZinou prvé mnoziny.
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(3)
Existuje bijekce mezi mnoZiniou A a vlastni podmnoZinou mnoZiny B
a soucCasné bijekce mezi mnoZinou B a vlastni podmnoZinou mnoZiny A.

Neexistuje bijekce ani mezi A a vlastni podmnoZinou mnoZiny B, ani
mezi B a vlastni podmnoZinou mnoZiny A.

Pro koned¢né mnoZiny jsou moZné pouze prvé dvé alternativy. Treti p¥ipad
mi¥e nastat pouze pro nekonedné mno¥iny. Ctvrty p¥ipad je vylouden i pro nek
one¢né mnoziny.

Nésledujici vé&ta 2.1.7 ukazuje, Ze t¥eti pY¥ipad se redukuje na prvy, tak
e 1 pro nekonedné mnoZiny mohou nastat pouze prvé dva pY¥ipady.

Véta 2.1.7 /Cantor - Bernstein/:

Je-11 kazd4 ze dvou mnoZin ekvipotentni s vlastni podmnoZinou druhé mnoZ
iny, pak jsou tyto mnoZiny ekvipotentni také navzijem.

Véta 2.1.8 /n&kolik vybranych tvrzeni o nekonednych mno¥indch/:
1) KaZdé& podmnoZina nejvysSe spoletné mnoziny je nejvyse spoletnd mnoZina.

2)
Sjednoceni /nejvySe/ spodetn& mnoha /nejvyde/ spoletnych mnoZin je /nejv
yZe/ spodetnd mnoZina.

3)
KaZd& nekonefnd mnoZina obsahuje spodetnou podmnoZinu a to takovou, Ze j
eji komplement je nekonelny.
4)
KaZd& nekonefnd mnoZina obsahuje vlastni podmnoZinu, kterd je s ni ekvip
otentni /tuto vlastnost konedné mnoZiny nemaji/.
5) MnoZina raciondlnich &isel je spocdetna.
6)
Systém vSech podmnoZin dané neprazdné mnoziny mé& véts$i mohutnost neZ dan
4 mnoZina. Tedy ke kaZdé mnoZiné€ existuje mnoZina s vétdgi mohutnosti.
7)

MnoZina redlnych ¢isel je nespoletnd. MnoZina redlnych ¢isel m& mohutnos
t kontinua.



