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Cvičeńı x

Př́ıklady z oblasti predikátové logiky, interpretace a modely formuĺı, formalizace a úsudky
pomoćı Vennových diagramů

Př́ıklad 1: Předpokládejme, že

• P a Q jsou unárńı predikátové symboly a R je binárńı predikátový symbol,

• f je binárńı funkčńı symbol a g je unárńı funkčńı symbol,

• c a d jsou konstantńı symboly.

Pro každou z následuj́ıćıch formuĺı a každou z následuj́ıćıćıch interpretaćı a valuaćı určete
pravdivostńı hodnotu dané formule při dané interpretaci a valuaci.

Formule:

1. P(c)∧ R(c, g(d))

2. R(c, y) → R(x, z)

3. ∀x∀y∀z(R(x, y)∨ R(y, z) → R(x, z))

4. ∃x(Q(x)∧ R(y, f(x, y)))

Interpretace:

a) Interpretace A, kde univerzem je množina A = {α,β, γ, δ}.

Predikát̊um P, Q a R jsou přǐrazeny následuj́ıćı relace:

• PA = {α, γ}

• QA = ∅
• RA = {(α,β), (β, γ), (α, γ), (δ, γ)}

Funkčńım symbol̊um f a g jsou přǐrazeny funkce fA a gA popsané následuj́ıćımi tabulkami:

fA α β γ δ

α β α γ δ

β β β β β

γ α γ β δ

δ α γ β δ

x gA(x)

α β

β γ

γ γ

δ β

Konstantńım symbol̊um c a d jsou přǐrazeny prvky α a β, tj. cA = α a dA = β.

Předpokládejme valuaci v, kde v(x) = γ, v(y) = α a v(z) = δ.

b) Interpretace B, kde univerzem je množina přirozených č́ısel N = {0, 1, 2, . . .}.

• Predikátovému symbolu P je přǐrazena relace PB = {x ∈ N | x mod 2 = 0}.

• Predikátovému symboluQ je přǐrazena relaceQB = {x ∈ N | x = y2 pro nějaké y ∈ N}.
• Predikátovému symbolu R je přǐrazena relace RB = {(x, y) ∈ N× N | x < y}.

• Funkčńımu symbolu f je přǐrazena funkce fB : N× N → N, kde fB(x, y) = x+ y.

• Funkčńımu symbolu g je přǐrazena funkce gB : N → N, kde gB(x) = x+ 1.

• Konstantám c a d jsou přǐrazeny prvky 0 a 2, tj. cB = 0 a dB = 2.

Předpokládejme valuaci v, kde v(x) = 2, v(y) = 4, v(z) = 4.
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Př́ıklad 2: Následuj́ıćı tvrzeńı formulovaná v přirozené řeči zapǐste formálně formulemi
predikátové logiky.

• Jako mezikrok při vytvářeńı výsledné formule, vytvořte nejdř́ıve
”
formuli“, kde jako

predikátové, funkčńı a konstatńı symboly mohou být použity standardńı matematické
symboly jako třeba >, +, ∩, ∈, ⊆, zápis č́ıselných konstant pomoćı č́ıslic, apod., a
kde jsou použity běžné konvence, jako např́ıklad infixový zápis binárńıch funkčńıch a
predikátových symbol̊u.

• Určete, co budou jednotlivé predikátové, funkčńı a konstatńı symboly, a jaké budou
jejich př́ıslušné arity.

• Na základě
”
formule“ vytvořené v prvńım kroku, vytvořte odpovidaj́ıćı formuli, která

je vytvořena přesně podle formálńı definice syntaxe formuĺı predikátové logiky (přičemž
je možné použ́ıt standardńı konvence pro vynecháváńı závorek) a kde jsou jako pre-
dikátové, funkčńı a konstantńı symboly použita pouze ṕısmena latinské abecedy.

• Ke každé vytvořené formuli uved’te př́ıklad interpretace, kterou jste měli při vytvářeńı
formule na mysli, tj. co bude univerzum, a jaké relace, funkce a prvky univerza budou
reprezentovány jednotlivými predikátovými, funkčńımi a konstatńımi symboly. Dále
vytvořte interpretaci, ve které je daná formule pravdivá (model formule) a interpretaci,
ve které je formule nepravdivá.

a) Tvrzeńı:
”

Všechna přirozená č́ısla, kromě nuly, jsou věťśı než nula.“

b) Tvrzeńı:
”

Pro některá přirozená č́ısla x, y, z plat́ı, že x2 + y2 = z2.“

c) Tvrzeńı:
”

Pro všechna reálná č́ısla taková, že x ∈ (0, 1) plat́ı, že x2 < x.“

d) Tvrzeńı:
”

Pro reálné č́ıslo φ = 1+
√
5

2 plat́ı, že (φ = φ2 − 1)∧ (φ = 1
φ−1).“

Př́ıklad 3: Následuj́ıćı úsudky formulovane v přirozené řeči zapǐste formálně formulemi
predikátové logiky 1. řádu, zakreslete je pomoćı Vennových diagramů a rozhodněte, zda závěr
(př́ıpadně závěry) logicky vyplývaj́ı z daných předpoklad̊u.

a) P1: Všechna prvoč́ısla jsou přirozená č́ısla.
P2: Dev́ıtka neńı ani sudé č́ıslo ani prvoč́ıslo.
P3: Dvojka je sudé č́ıslo.
——————————————-
Z1: Dvojka je prvoč́ıslo.
Z2: Dev́ıtka je přirozené č́ıslo. .

b) P1: Všechna prvoč́ısla jsou přirozená č́ısla.
P2: Některá lichá č́ısla nejsou ani prvoč́ısla ani přirozená č́ısla.
——————————————-
Z1: Některá prvoč́ısla jsou lichá.
Z2: Některá č́ısla nejsou přirozená.
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c) P1: Všechna přirozená č́ısla jsou celá č́ısla.
P2: Všechna celá č́ısla jsou reálná č́ısla.
P3: Č́ıslo −5 neńı přirozené čislo.
P4: Č́ıslo π je reálné.
—————————————————-
Z1: Existuj́ı reálná č́ısla, která nejsou přirozenými č́ısly.
Z2: −5 je celé č́ıslo.
Z3: π neńı přirozené č́ıslo.


