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0.1 Strukturni analyza P/T siti

Odhlédneme-li u PN-systémi od pocateéniho znaceni, ziskame bipartitni ori-
entovany multigraf, ktery popisuje statickou strukturu Petriho sité. Studium
struktury Petriho siti je zajimavé z toho diuvodu, ze vSechny vlastnosti Pet-
riho siti dokazané pouze na zakladé struktury jsou platné pro vsechny PN-
-systémy, které lze ziskat z PN-struktury pridanim libovolného pocatecniho
znaceni. K strukturni analyze se uchylujeme zejména v pripadech, kdy selhava
stavova analyza Petriho siti zaloZzena na pojmu grafu dosazitelnosti. K ta-
kovému selhani dochazi ve dvou pripadech:

e PN-systém je neomezeny a mnozina dosazitelnych znaceni a tedy i graf
dosazitelnosti jsou nekonec¢né.

e PN-systém je omezeny, ale mnozina dosazitelnych znaceni je tak pocetna,
ze analyza grafu dosazitelnosti je mimo moznosti soucasnych pocitact
(state explosion problem).

Metody strukturni analyzy lze rozdélit do dvou skupin:

e metody linedrni algebry (pracuji s maticovou reprezentaci PN-struk-
tur),

e grafové metody (pracuji primo s grafovym popisem Petriho siti).

— metody redukce PN-systému
— metody vyuzivajici vlastnosti zamku a pasti

— studium vlastnosti specialnich typtt PN-struktur
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Obrazek 1: Jednoducha Petriho sit s inhibi¢ni hranou.

0.1.1 Algebraické metody strukturni analyzy
Tyto metody vyuzivaji maticové reprezentace Petriho siti.

Definice 0.1. Incidenéni matice (incidence matrix, change matrix) PN-
-struktury (P, T, 1,0, H) je matice

c=0"-1"

typu |P| x |T'|, kde O = {O(t,p)} a I = {I(t,p)} jsou matice typu |T'| x |P|
reprezentujici vstupni a vystupni funkci O, 1.

Priklad 0.1. Uvazujme PN-strukturu zobrazenou na obr[0.1]
Incidencni matice Petriho sité je:

0101 1020 -1 1 -2 1
c=0"-1"=1|1 00 0 — |01 00 = 1 =1 0 0
0020 0010 0 0 2 1

Radky v maticich O resp. I, tj. sloupce v maticich O7 resp. I7 jsou
tvoreny koeficienty multimnozin O(t) resp. I(t).

e Prvek C(p,t) matice C udava zménu poctu tokent (kladnou, zdpornou
nebo nulovou) v misté p pri provedeni prechodu t.
Vektor C(.,t) (t-sloupec matice C) udava zménu poctu tokent v jed-
notlivych mistech sité pii provedeni prechodu t.
Vektor C(p,.) (p-Tadek matice C) uddva zménu znaceni mista p pri
provedeni jednotlivych prechodi sité.

e Pii zobrazeni struktury Petriho sité pomoci incidenéni matice miize
dochazet ke ztraté informace a to v pripadé pouziti inhibi¢nich nebo
testovacich hran:



0.1. STRUKTURNI ANALYZA P/T SITI 3

— Existence inhibi¢nich hran se nijak neprojevi na incidenéni matici.
Strukturné rtizné PN-systémy na obrazcich 2 a [3] maji stejnou

incidencéni matici.
9\
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Obréazek 2: PN s inhibi¢ni hranou Obrazek 3: PN bez inhibicni hrany

— Hrany (p2,t), (t,p2) na obrazku jsou tzv. testovaci hrany - po-
moci nich prechod t testuje pritomnost tokenu v misté p2 aniz by
ménil pocet tokenit v tomto misté. Strukturné rizné PN-systémy
na obrazcich [ a [ maji stejnou inciden¢ni matici. Existence tes-
tovacich”hran se nijak neprojevi na inciden¢ni matici.

o

o " "m—0
p3 O p3

p2 p2
Obréazek 4: PN s testovaci hranou Obrézek 5: PN bez testovaci hrany

— Petriho sité, ve kterych se nevyskytuji jednoduché smycky typu
ps — t zobrazené na obrazku [ tj. sité, pro néz *t Nt* = (), se
nazyvaji cisté (pure). Struktura ¢istych siti bez inhibi¢nich hran
je incidenc¢ni matici popsana uplné a jednoznacné.

V dalsim textu této kapitoly budeme predpokladat, bez vyslovného uvadeéni,
ze vsechny uvazované Petriho sité jsou jednoznacéné popsany incidencni ma-
ticl.

Definice 0.2. Uvazujme posloupnost (sekvenci) pfechodlti o = t(1yt()...t )
chapanou jako slovo nad abecedou T' = {t1,ts,... 1}, tj. 0 € T*. Cha-
rakteristickiym vektorem (transition count vector) sekvence o nazveme vektor
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V, = (v1, 02, ... ,vm)T, kde v; oznacuje pocet vyskytt prechodu t; v sekvenci
.

Charakteristicky vektor V je pro znaceni M realizovatelny (possible),
existuje-li sekvence spustitelnd ze znaceni M takova, ze V =V,.

Specidlné charakteristickym vektorem piechodu ¢; je vektor Vi, = (vy, va, .
s jedinou nenulovou soufadnici v; = 1 a s v, = 0 pro vSechna k # i.

Stejné sekvence maji prirozené tentyz charakteristicky vektor, ale témuz
charakteristickému vektoru mtze odpovidat mnoho riznych sekvenci, z nichz
nékteré mohou byt realizovatelné a jiné nikoliv.

Véta 0.1. Necht o je sekvence pfechodtt pfevadéjici PN-systém ze znaceni
M do znaceni M’, tj. M —= M. Potom plati

M =M+C-V,,

kde znaceni M, M’ chapeme jako matice typu |P| x 1 (sloupcové vek-
tory), C je incidentni matice typu |P| x |T'| a charakteristicky vektor V,
jako matici typu |T| x 1 (sloupcovy vektor). Vztah M’ = M + C - V,, byva
nekdy nazyvan fundamentdlni rovnici (fundamental equation, state equation,
marking equation).

Dikaz. Dukaz provedeme matematickou indukei podle délky k posloupnosti
0.

e Necht k = 1, tj. 0 = t. V tomto p¥ipadé fundamentdlni rovnice plati,
nebot’:
M=M+C(,t)=M+C-V,=M+C-V,.

e Dokazeme, ze z platnosti tvrzeni pro sekvence délky k vyplyva platnost
tvrzeni pro sekvence délky k+1. Uvazujme sekvenci 7 = ot délky k+1
prevadéjici PN-systém ze znaceni M do znac¢eni M'. Pritom sekvence
o délky k prevadi systém ze znaceni M do znaceni M” a sekvence t
délky 1 ze znaceni M” do znaceni M'. Plati

M =M"+C-V; = M+C-V,+C-V;, = M+C-(V,+V;) = M+C-V .

]

.. 7U‘T|)T7

Platnost fundamentalni rovnice je pouze nutnou podminkou pro dosazitelnost

M % M, nikoliv v8ak podminkou postacujici. Viz posledni odstavec textu
nasledujiciho prikladu. Jsou-li dvé rtzné sekvence o, 7 se spole¢nym cha-
rakteristickym vektorem V, = V. spustitelné ze znaceni M, pak provedeni
obou sekvenci vede vzdy ke stejnému konetnému znaceni M.
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Priklad 0.2. Na obrazkulfje zobrazen jednoduchy PN-systém a na obrazku
m jeho graf dosazitelnosti. Algebraicky vypocet grafu dosazitelnosti (na zakladé
inciden¢n{ matice, tj. rovnice M’ = M + C(., t)) je proveden v tabulce [1]

O—I[#]

Obrazek 7: QGraf

Obrazek 6: Jednoducha PN dosazitelnosti PN
tl t2 t3 t4 tb MO M1 M2 M3
pl -1 1 0 0 1] 1 0 0 0
211 0 -1 0 0] 0 1 0 0
p3| 0 1 0 -1 O 0 0 1 0
pd| 1 0 O 1 -1 0 0 1 1
pol1 O O 1 -1 0 1 0 1
M3+t5 | MO+t1 | MO+t2 | M14+t3;M2+t4

Tabulka 1: Matice C a dosazitelnéd znaceni.

PN systém je bezpecny, zivy a reversibilni. Pro vSechna dosazitelné znaceni
{Mj, M, My, M3} ma rovnice M — M, = C-X feseni (fesenim jsou charak-
teristické vektory sekvenci, které prevadéji PN-systém z pocateéniho stavu
M, do stavu M). Rovnice M — M, = C - X ma vsak casto feSeni i pro
nedosaZitelna znaceni. Tak napi. pro znaceni M = (0,1,1,0,0)%, které nenf
dosazitelné, ma fundamentalni rovnice feseni X = (1,1,0,0,1)7.

Definice 0.3. P-invariantem struktury < P,T,I,0 > (p-semiflow) nazyvame
vektor Y = (y1,42,...,yp)", i € N ={0,1,2,...}, ktery anuluje zleva in-
cidenéni matici C, tj. vektor, pro ktery plati

Y'.c=0".

Mnozina Py = {p; € P : y; > 0} se nazyva nosicem p-invariantu Y. Je-li
aspon jedno y; > 0, pak p-invariant nazyvame netrivialnim. Trivialni nulovy
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invariant Y = 0 nema zadny prakticky vyznam. Jsou-li vSechna y; € 0,1,
pak p-invariant nazyvame bindrnim.

Véta 0.2. Necht Y;,Y, jsou p-invarianty a 11, ko celd nezdporné cisla. Po-
tom plati:

1. Linearni kombinace k1 Y14k Y5 je rovnéz p-invariantem a jeho nosi¢em
je sjednoceni nosicii p-invarianti Y, Ys.

2. Je-li'Y; — Yy >0, pak Y; — Y5 je rovnéz p-invariantem.

Diikaz. 1. (k’lYl + kQYQ)TC = (le{ -+ kQYg)C = ]i]lY’irC + kQYgC =
k10" + k0" = 07

2. (Y1 —Y2)TC = (YT —YI)C = YIC - YIC =07 — 07 =07
O

Petriho sit je pokryta p-invarianty, jestlize kazdé misto patii do nosice
ndjakého pinvariantu PN-struktury. Je-li Petriho sit pokryta p-invarianty,
pak existuje p-invariant, ktery pokryvéa celou sit (jeho nosi¢em je mnoZina
vSech mist).

Mnozina vsech p-invariantt dané PN-struktury predstavuje specidlni druh
linedrniho (vektorového) prostoru, ve kterém koeficienty linedrnich kombinaci
mohou byt pouze celd nezaporna cisla.

P-invariant Y = (y1,¥2, - .. ,y|p|)T je v kanonickém tvaru, jestlize jeho
soutadnice y; jsou nesoudélné (jejich nejvétsi spoleény délitel je 1). P-invari-
ant Y = (y1,ya, ...,y p|)" je minimdlni, jestlize neexistuje zddny jiny p-inva-

riant Y’ (téZe dané struktury) pro ktery by platilo Y < YAY’ # Y. Systém
p-invariantt (dané struktury) je tplny, jestlize kazdy p-invariant (téze dané
struktury) je vyjadritelny jako jejich linedrni kombinace.

Nasledujici algoritmus umoznuje vypocitat dplny systém p-invarianti
(pfipadné t-invariantt dudlni PN).

Véta 0.3. Necht Y je p-invariantem PN-struktury (P, T, I,O). Potom pro
vsechny PN-systémy (P, T, 1,0, M) plati:

(YM € RS(My)[Y'M = Y'M,).

Diikaz. Podle véty plati pro libovolna znaceni M, M’ implikace
M-5M=M=M+C-V,,

neboli specialné také

M- H5M=M=M,+C-V,.
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Algoritmus 1: Vypocet iplného systému minimalnich p-invariantt

Vstup: Incidenéni matice C typu (m,n) = (|P|, |T]).

Vystup: Mnozina vSech minimalnich p-invarianti.

Inicializace: A = C, B = 1,,, (I, je jednotkova matice radu m = | P|).

Pro j =1,2,...,n (n = |T|) provadéj: Ptidej ke slozené matici [A|B]
vsechny radky, které jsou linearnimi kombinacemi s prirozenymi
koeficienty dvojic fadkt z matice [A|B] a které soucasné anuluji j-ty
sloupec matice A a potom vyskrtej z matice [A|B] vSechny radky s
nenulovym prvkem v j-tém sloupci matice A.

Vsechny fadky matice B pieved do kanonického tvaru (tj. vydél
kazdy fadek nejvétsim spoleénym délitelem vsech jeho prvku).

4 Odstran z matice B vSechny neminimalni p-invarianty (tj. vyskrtej z

matice B vSechny fadky, které pokryvaji néjaky jiny radek matice B).

N =

w

5 Rédky matice B predstavuji uplny soubor minimalnich p-invariantt
PN struktury

Vynésobime-li posledni maticovou rovnici vektorem (fadkovou matici) YT
dostaneme vztah
Y'M =Y"M,+YTCV,.

Podle predpokladu véty je Y p-invariantem prislusné PN-struktury. Plati
tedy Y'C = 07 a posledni rovnice se redukuje na vztah Y'M = YTM,,
ktery mél byt dokazan. ]

Definice 0.4. Vztah

Y'M=Y"M,
platny podle véty pro vsechna znaceni M dosazitelnd z pocatecniho
znaceni My, nazyvame p-invariantem PN-systému (P, T, I,O, My) (conservation
law). P-invariant Y prislusné struktury (P, T, I,O) mé zde vyznam véhového
vektoru: jeho souradnice y; jsou konstanty, udavajici vahu znaceni m; =
M (p;) jednotlivych mist p;. Rozepsdnim maticového zépisu do skalarni po-

doby, dostavame vztah
|P|

Z yim; =k,
i=1

kde k je konstanta urcena vztahem

k=Y "M, = Z Yimo,-
Vi

Podsystém systému (P, T, I,0O, My) indukovany nosi¢em p-invariantu Py se
nazyva konzervativni komponentou tohoto systému (spolu se vSemi misty
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z nosice Py patii do komponenty také vSechny pfechody, které jsou bez-
prostfednimi sousedy téchto mist a také vsechny hrany spojujici tato mista
a prechody). Systém (P, T,1,0, M) je konzervativni, jestlize existuje p-in-
variant takovy, ze Py = P. Systém je striktne konzervativni, jestlize navic
y; = 1 pro vSechna i = 1,2, ... |P].

Je-li PN-systém konzervativni a je-li pocateéni znaceni konecéné, pak je
PN-systém omezeny.

Priklad 0.3. Uvazujme PN-systém zobrazeny na obrazku [8 V tabulce [2 je
vypoctena mnozina dosazitelnych znaeni a na obrézku [J] je zobrazen graf
dosazitelnosti.

Obrazek 8: Jednoducha PN Obrézek 9 Graf
dosazitelnosti PN

t1 t2 t3 t4 MO M1 M2 M3 M4
pl{-1 0 0 1 | ml 1 0 0 0 0
p2| 1 -1 0 m2 0 1 0 0 0
p3|1 0 -1 O | m3 0 0 1 0 0
pd| 0 1 -1 || m4 0 0 1 1 1
po[ 0 O 1 -1{ mb 0 1 0 1 1
M4+t4 | MO+t1 | M14+t2 | M1+t2 | M2+t3;M34-t2

Tabulka 2: Matice C a dosaZitelnd znaceni.

Nejdifve nalezneme strukturn{ p-invarianty PN-systému (obrézek [§). Bu-
deme postupovat podle algoritmu [I], ktery je reprezentovén tabulkou
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C B
1. -1 0 0 1)1 0 0 0 O
2. 1 -1 0 00O 1 0 0 O
3. 1 0 -1 00 0 1 0 O
4. 0o 1 0 -1{{0 0 0 1 O
D. o 0 1 -1}0 0 0 0 1
6=1.+2. /0 -1 0 1|1 1 0 O O
7=143./0 0 -1 11 0 1 0 O
8=4+4+6.{0 0 O Oy1 1 0 1 O
9=547./0 0 0 Oy)1 0 1 0 1

Tabulka 3: Vypocet p-invariantt dle algoritmu[I} V tabulce zustaly posledni
dva nulové fadky (v ¢asti C) jimz odpovidaji p-invarianty v ¢asti B.

Nalezené p-invarianty jsou: Y; = (1,1,0,1,0)T a Y, = (1,0,1,0,1)7
a vSechna ostatni Teseni jsou tvaru k1Y + kYo, ki, ke € {0,1,2,...}. Ze
slozenych p-invarianti je nejvyznamnjs Ys =Y, + Yy = (2,1,1,1,1)%.

Vsechny uvedené invarianty jsou v kanonickém tvaru. Invarianty Y, Ys
jsou minimélni a tvofi Gplny systém minimalnich invariantt (tj. kazdy jiny in-
variant 1ze vyjadrit jako jejich linedrni kombinaci s celo¢iselnymi nezapornymi
koeficienty). Invariant Y3 minimalni neni, protoze napt. Y3 > Y;. Vzhle-
dem k tomu, Ze existuje p-invariant pokryvajici celou mnozinu P (P, =
P = {p1,p2,p03,p4,05}), je PN-systém konzervativni, ale nikoliv striktné.
Strukturnim p-invariantim Yy, Y, Y3 odpovidaji systémové p-invarianty
YIM = YIM,, YIM = YIM,, YIM = YIM,, které lze rozepsat do
nasledujicich rovnic

mq +m2 +m4 = 1,
my +mg +ms = 1,
2m; +my +msg +myg +ms = 2.

Platnost uvedenych rovnic pro vSechna znaceni dosazitelna z pocateéniho
znaceni My lze ovéfit z tabulky dosaZitelnych znaceni 2] a nebo - diky jed-
noduchosti zvoleného piikladu — ovéfit primo z obrazku

Definice 0.5. T-invariantem struktury (P,T,I,0) (t-semiflow) nazyvame
vektor X = (@1, 22,..., 27", 2 € N ={0,1,2,...}, ktery anuluje zprava

inciden¢ni matici, tj. vektor pro ktery plati

CX =0.
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Mnozina Tx = {t; € T : z; > 0} se nazyva nosicem t-invariantu X. Je-li
aspon jedno x; > 0, pak invariant nazyvame netrividlnim, jsou-li vSechna
x; € {0, 1}, pak t-invariant nazyvame bindrnim.

Véta 0.4. Necht X, X, jsou t-invarianty a ki, ks celd nezdpornd ¢isla. Potom
plati:

e Linearni kombinace k1 X+ kX5 je rovnéz t-invariantem a jeho nosicem
je sjednoceni nosici invarianti Xy, Xs.

o Jeli X; — X5 >0, pak X; — X3 je rovnéz t-invariantem.
Diikaz. Obdobny jako dukaz véty O

Petriho sit je pokryta t-invarianty, jestlize kazdé prechod patii do nosice
néjakého t-invariantu PN-struktury. Je-li Petriho sit pokryta t-invarianty,
pak existuje t-invariant, ktery pokryva celou sit (jeho nosic¢em je mnoZina
vSech prechodu).

Mnozina vsSech t-invarianti dané PN-struktury predstavuje druh linedrniho
(vektorového) prostoru, ve kterém jsou piipustné pouze celociselné a nezaporné
linedrni kombinace vektor.

Pojmy kanonicky tvar invariantu, minimélni invariant, iplny systém in-
variantli jsou pro t-invarianty definovany stejnym zptsobem jako pro p-in-
varianty.

Vypocet iplného systému minimélnich t-invariantti lze prevést na vypocet
uplného systému minimélnich p-invariantt dudlni PN-struktury (definice .

Pro vypocet t-invariantt lze pouzit algoritmu [l pro vypocet p-invarianti,
s jedinym rozdilem - misto incidencni matice C pouzijeme jeji transpozici
CT (pfesnéji: v inicializatnim kroku algoritmu klademe A = CT, B = I,,,
kde I, je jednotkova matice fadu n = |T).

Véta 0.5. Necht X je t-invariantem PN-struktury (P, T, I,O). Potom exis-
tuje PN-systém (P, T, 1,0, My) takovy ze:

(3o € T*)[My = My A Vo = X]
Diikaz. Podle véty plati pro libovolnd znaceni M, M’ implikace
M-S M =M =M+CV,,
neboli specialné také

M, -5 M=M=M,+CV,.
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Polozime-li V, = X, pak CV, = CX = O (nebot X je t-invariant) a
tedy M = M. Vyse uvedenou implikaci nelze obratit a tedy nikoliv jakakoliv
posloupnost prechodii ¢ s danym charakteristickym vektorem Vo = X musi
byt proveditelna pri jakémkoliv znaceni M. S tim souvisi pouziti existen¢nich
kvantifikatori v tvrzeni véty. ]

Definice 0.6. Posloupnost piechodit ¢ € T* pro kterou plati My —— M,
nazyvame t-invariantem PN-systému (P, T, 1,0, M,) (reproduction law).

Podsystém systému (P, T, 1,0, My) indukovany nosi¢em t-invariantu Tx
se nazyva repeticni komponentou tohoto systému (spolu se vSemi prechody z
nosice T’y patii do komponenty také vSsechna mista, které jsou bezprostrednimi
sousedy téchto prechodti a také vsSechny hrany spojujici tyto prechody a
mista). Systém (P, T, 1,0, M) je repeticni (konzistentni), jestlize existuje
t-invariant takovy, ze T'x = T. Systém je striktné repeticni, jestlize navic
x; =1 pro vSechna i = 1,2,...|T].

Definice 0.7. Predpoklddejme PN-struktury bez inhibi¢nich hran. Potom
PN-struktura (P, 7", ', O') je dudlni k struktute (P, T, I, O), jestlize plati:

P=TANT =PANO =IANT=0.

Dualni struktura vznikne z puvodni vzdjemnou zaménou mist a prechodi
a zménou orientace vSech hran pii zachovani jejich nasobnosti.

Z definice 0.7 vyplyva, ze je-li (P, T",I',0’') dudlni k (P, T, I, O), pak také
(P,T,1,0) je dudlni k (P, 7", 1I',0') . Uvedené struktury jsou tedy dudlni
navzajem.

Véta 0.6. Necht (P, T'.I' O") a (P,T,I,0) jsou vzijemné dudlni sité s
incidenénimi maticemi C’ a C. Potom plati:
o« C'=0CT,
e p-invariant struktury (P’, T, I', O') je t-invariantem struktury (P, T, I, O},
e t-invariant struktury (P’, 7", I', O') je p-invariantem struktury (P, T, I, O),

Disledkem této véty je, ze vypocet tplného systému mnimélnich t-in-
variantii dané PN-struktury miize byt proveden podle téhoz algoritmu jako
vypocet tplného systému mnimélnich p-invarianti (viz popis algoritmu [1f) s
jedinym rozdilem: misto s inciden¢ni matici C’ pracujeme s jeji transpozici

CT. Vypocet je ilustrovan v pifkladé [0.4]

Piiklad 0.4. Spocteme t-invarianty Petriho sité z piikladu[0.3] Proces vypoctu
t-invariantu je demonstrovan tabulkou []
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ct B
1. -11 1 0 01 0 0 O
2. o -1 0 1 0}0 1 0O
3. o 0 -1 0 11]0 0 1 O
4. 1 0 0 -1 -140 0 0 1
o=1+4.10 1 1 -1 -11 0 0 1
6.=2+5./0 0 1 O -Iy1 1 0 1
7=34+6./0 0 0 O Oy1 1 1 1

OBSAH

Tabulka 4: Vypocet t-invarianti dle algoritmu [} V tabulce ztistal posledni

nulovy fadek (v ¢asti C) jemuz odpovida t-invariant v ¢asti B.

Strukturni t-invariant X = (

1,1,1,1

Y R

) tvori dplny minimalni systém t-

-invariantt a je v kanonickém tvaru. Protoze nosicem tohoto t-invariantu
je celd mnoZina T, je tato sif repeti¢ni. Daldi strukturni t-invarianty jsou
nezapornymi nasobky X. Systémovym t-invariantem je posloupnost prechodt
takova, ze jeji charakteristicky vektor je roven nékterému t-invariantu. Naprt.

o1 = tl,tg,tg,t4 nebo 09 = tl,tg,tg,t4. Plati, 7e Val = Vgg = X.
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