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1. Uvod - neformalni vyklad

1.1 Co jsou Petriho sité?

Petri Nets is a formal and graphical appealing language which is appropriate for modelling systems with
concurrency. Petri Nets has been under development since the beginning of the 60’ies, where C.A.Petri defined the
language. It was the first time a general theory for discrete parallel systems was formulated. The language is a
generalization of automata theory such that the concept of concurrently occurring events can be expressed.

Petri Nets has nothing to do with network communication. However, Petri Nets have proven useful for
describing protocols typically used in networks.

A. Petri was the first to formally define the Petri Nets language. He did so with his PhD thesis
(Kommunikation mit Automaten) in the beginning of the 60’ies.

History of Petri Nets

Petri nets were originally developed in the 60’ies and the 70’ies, and they were soon recognised as being
one of the most adequate and sound languages for description and analysis of synchronisation, communication and
resource sharing between concurrent processes. However, attempts to use Petri nets in practice revealed two serious
drawbacks. First of all, there were no data concepts and hence the models often became excessively large, because
all data manipulation had to be represented directly into the net structure (i.e., by means of places and transitions).
Secondly, there were no hierarchy concepts, and thus it was not possible to build a large model via a set of separate

submodels with well-defined interfaces.

The development of high-level Petri nets in the late 70’ies and hierarchical Petri nets in the late 80’ies
removed these two serious problems. Coloured Petri Nets (also called CP-nets or CPN) is one of the two most
well-known dialects of high-level Petri nets. CP-nets incorporate both data structuring and hierarchical
decomposition - without compromising the qualities of the original Petri nets.

Pojem Petriho sit¢ byl postupné obohacovan a zobectniovan tak, aby jeho modelovaci schopnost vyhovéla
praktickym potfebam. V této Givodni kapitole neformalnim zptisobem probereme nékolik typu Petriho siti a na
prikladech vysvétlime jak funguji a k cemu mohou slouzit. Postupovat budeme historicky od diivéjsiho
k pozdé¢jsimu, od jednoduchého k slozitéjsimu, od specidlniho k obecnéjSimu. Postupné projdeme tyto typy
Petriho siti:

e C/E (Condition/Event) Petriho sité,

e P/T (Place/Transitions) Petriho site,

e P/T Petriho sité s inhibi¢nimi hranami,

e  P/T Petriho sité s prioritami,

e TPN Casované (Timed)Petriho sitg,

e CPN Barevné (Coloured, barvené) Petriho sité,
e  HPN Hierarchické (Hierarchical) Petriho sité,

e OOPN Objektové (Object Oriented) Petriho sité.
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1.2. C/E Petriho sité (Condition/Event Petri Nets)

C/E Petriho sit je zadana nasledujicimi udaji (a na zakladé téchto idaji muze byt také graficky zobrazena):
podminkami (conditions) zobrazovanymi krouzky,
udadlostmi (events) zobrazovanymi obdélniky (piipadné useckami),
Sipkami vedoucimi od podminek k udalostem,
Sipkami vedoucimi od udalosti k podminkam,
tokeny (zobrazenymi teckami v krouzcich podminek) indikujicimi logicky stav (pravdivost) podminek, jejich
pocatecni rozlozeni v siti nazyvame pocdtecnim stavem nebo poédteénim znaéenim (initial marking) sité.

V CJE Petriho siti:
podminka c je vstupni podminkou (precondition) udalosti e, jestlize od podminky ¢ vede Sipka k udélosti e,
podminka c je vystupni podminkou (postcondition) udalosti e, jestlize od udalosti e vede Sipka podmince c,
kazda podminka je vzdy bud splnéna nebo nesplnéna,
kazda splnénd podminka je indikovana tokenem, tj. teckou uvnitf krouzku zobrazujiciho podminku,
celkovy (globalni) stav sité je zadan mnozinou podminek, které jsou v daném okamziku splnény,

Zmény stavit C/E Petriho sité probihaji podle nasledujicich pravidel:
ke zménam stavu sit€ dochdzi uskutecnovanim udalosti,
enabling rule: uddlost mize nastat, jsou-li vSechny jeji vstupni podminky splnény a souc¢asné vSechny jeji
vystupni podminky nesplnény - takovou udalost nazyvame proveditelnou,
provedena muze byt pouze proveditelna udédlost, proveditelnd udalost mize také ztstat neprovedena,
firing rule: po provedeni proveditelné udalosti jsou vsechny jeji vystupni podminky splnény a vsechny jeji
vstupni podminky nesplnény.

Na obr.1.2.1 je zobrazena zména stavu po provedeni proveditelné udalosti

%

pred provedenim po provedeni Obr.1.2.1

Poznamky 1.2.1:

1.

Specidlnim pfipadem C/E Petriho sité je castecny konecny automat. Je to sit vyznacujici se tim, ze kazda
udélost ma prave jednu vstupni podminku a pravé jednu vystupni podminku. V siti se pak pohybuje jediny
token, ktery oznacuje podminku definujici aktudIni stav automatu.
Specialnim pripadem C/E Petriho siti jsou tzv. éisté sité (pure nets), tj. C/E Petriho sité, ve kterych nejsou
pripustné elementarni smycky tvorené podminkou c, udélosti e a hranami (c,e), (e,c). Podminka c je soucasné
vstupni i vystupni podminkou udélosti e a provedeni udalosti e neméni stav podminky c. Hrany (c,e), (e,c)
elementarni smycky nazyvame také testovacimi hranami. Pomoci téchto hran udalost e pouze testuje
podminku c, aniz by ménila jeji platnost. Pfi grafickém zobrazeni dvojici téchto hran Casto zobrazujeme
jedinou useckou s Sipkami na obou koncich.
Specidlnim pripadem C/E Petriho siti jsou tzv. elementdrni sité (elementary nets), coz jsou C/E Petriho site,
pro které plati soucasné:

e  kazda udélost md alespon jednu vstupni podminku (udalost, ktera by tuto vlastnost neméla, by

umoznovala vstup libovolného poctu tokenu do sité),
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e  kazda udélost md alespon jednu vystupni podminku (udélost, ktera by tuto vlastnost neméla, by
umoznovala vystup libovolného poctu tokent ze sité),

e  7adna udélost nema zadnou podminku, ktera by pro ni byla souc¢asné vstupni i vystupni (tj. sif je
Cista).

4. Je mozna dvoji dudlni interpretace podminek a udalosti - staticka a dynamicka. Zpravidla
interpretujeme podminku jako staticky stav a udalost jako dynamicky dé¢j. Je ale mozna i opacna
interpretace: podminka reprezentuje déj, ktery probiha, pokud podminka plati a udélosti pfedstavuji
bodové okamziky, ve kterych se méni platnost podminek.

Priklad 1.2.1:

Na obr.1.2.2 je pomoci C/E Petriho sité zobrazen cyklicky proces, ktery ¢as od ¢asu potfebuje vyuzivat
néjaky zdroj. Mize se jednat napf. o vypocetni proces v pocitaci, ktery ¢as od ¢asu tiskne vysledky na tiskarné.

pl: proces ¢inny bez potieby zdroje
p2: proces ¢eka na piidéleni zdroje
p3: proces vyuzivd zdroj

p4: zdroj neni vyuzivan

t1: vznik pozadavku na zdroj

t2: pocatek vyuzivani zdroje

t3: ukonceni vyuzivani zdroje

Obr.1.2.2 Vyuzivani zdroje jednim procesem

Priklad 1.2.2:

Na obr.1.2.3 jsou pomoci C/E Petriho sité reprezentovany dva nekonecné cyklicke procesy, které cas od
Casu potrebuji vyuzivat néjaky spolecny zdroj. MlzZe se jednat napf. o dva nezavislé vypocetni procesy ve dvou
pocitacich, které sdileji spole¢nou tiskarnu.

Obr.1.2.4 zobrazuje tutéz situaci, ale ponékud uspornéji: misto dvou mist (podminek) p4,p5 pro zobrazeni
stavu vyuzivani zdroje, je pouzito pouze misto jediné p4.

Obr.1.2.3 - 4 Vyuzivani sdileného zdroje dvéma procesy

Priklad 1.2.3:
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Na obr.1.2.5 je pomoci C/E Petriho sité reprezentovan paralelni program (fidici toky paralelniho
programu). Zobrazené sité 1ze interpretovat dvojim zplisobem:

1. Obdélniky (udalosti) zobrazuji programové prikazy a krouzky (podminky) statické stavy programu po skonceni
jednoho pfikazu a pred zahajenim dalsiho pfikazu. Tokeny v krouzcich indikuji stavy kterymi prochazi
vypocetni proces v jednotlivych programovych vlaknech paralelniho programu.

2. Obdélniky zobrazuji udalosti zahajovani a ukoncovani jednotlivyh prikazt a krouzky zobrazuji dynamické stavy
provadéni jednotlivych programovych pfikazi. Tokeny v krouzcich indikuji, které prikazy jsou pravé
provadény.

Pokud nebude feceno jinak, budeme pracovat s prvou interpretaci. Paralelni program obsahuje tfi
programova vlakna tvorena nasledujicimi posloupnostmi prikazu:

o t1,t2,t4,18,t11

o t1,12,1t5,19, t11

o t1,t3, (t7,t10)*, t6, t2, 19, t11

Nekteré piikazy programu mohou byt provadény soucasné. jednd se napf. o nasledujici podmnoziny
mnoziny vSech ptikazu: {t2,t3}, {t2,t6}, {t2,t7}, {t3,t4,t5}, {t4,t5,t6}, {t4,t5t7},....

program (paralelni) podprogram (modul)

Obr.1.2.5 Paralelni program

Na obr. 1.2.6 jsou pomoci Petriho siti zobrazeny dva zakladni typy programt - obr a), b) a ¢tyfi zakladni
programové konstrukty fizeni vypoctu - obr. ¢), d), e), f). Jedina udélost sité na obr. a) nebo b) predstavuje program
na nejvyssi abstrakeni drovni. Postupnym rozvijenim (zpodrobnovéanim) této udalosti konstrukcemi podle obr. c), d),

e), f) 1ze vytvorit (a Petriho siti zobrazit) libovolny dobi’e strukturovany program (podle Duijkstry) a to sekvenéni
(nebyla-li pouzita konstrukce f)) nebo paralelni (byla-li pouzita konstrukce f)). Poznamenejme, Ze program z obr. 1.
2.5 neni dobfe strukturovan ve smyslu Duijkstrovych zasad strukturovaného programovani.
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tl
: [I : tin=t1 tout=t2 tin tout
a) Jednordzovy elementarni program ¢) Sekvence d) Alternativa
2
tl i
C)Q—_)[b tin tout tin tout
b) Nekoncici elementdrni program e) Iterace (cykl) o f) Paralelismus

Obr.1.2.6 Elementarni programy a zdkladni programové konstrukty

Priklad 1.2.4:

Na obr.1.2.7 je zobrazen fragment Petriho sité, ilustrujici synchronizaci paralelnich procestt a) pomoci
semaforu, b) pomoci tzv. rendes-vous. Proces 1. nastavuje semafor na “volno” pro proces 2. (udalost b2 nemuze
nastat dfive nez udélost bl), ktery jej za sebou shazuje (nastavuje na “stat”). Udalost b predstavuje schuzku
(rendes-vous) procesu 3.a 4., kterakoliv z udalosti ¢3,c4 muze nastat az po uskute¢néni obou dvou udalosti a3,a4.

L.proces 2.proces 3.proces 4.proces
al a2 a3 a4

rendes-vous

c2 c3 c4

Obr.1.2.7 Synchronizace procest

Priklad 1.2.5:

Na obr.1.2.8 jsou zobrazeny fragmenty Petriho siti, ilustrujici nékteré nékteré dalsi typické situace se
kterymi se setkavame pii modelovani paralelnich procest a to: a) vylouceni soubéhu ¢innosti v tzv. kritické sekci
(obr.1.2.8.a), b) zabezpeceni pravidelného stridani dvou ¢innosti (obr.1.2.8.b) a ¢) trividlni pripad tzv. deadlocku
neboli uzamceni((obr.1.2.8.c). Udalosti a, b procest 1 a 2 nemohou nastat soucasné (¢innosti a, b nemohou
soucasné probihat). Udalosti ¢, d procest 3 a 4 se musi pravidelné stiidat. Zddna z udalosti e, f nemiize nikdy nastat.

proc.1 proc.2 proc.3 proc.4 proc.5 proc.6

Obr.1.2.8.a Obr.1.2.8b Obr.1.2.8.c

Obr.1.2.8 Kriticka sekce, stfidani udalosti, trivialni deadlock
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Priklad 1.2.6:

Na obr.1.2.7 je zobrazen fragment Petriho sité, ilustrujici moznost vzniku netrividlniho deadlocku.

@ 1.proces Q 2.proces

01 Posloupnosti provadéni prechodi:
—

t11,t12,t21, t22 ... oba procesy projdou
t21, t22, t11, t12 ... oba procesy projdou

) t11, 21 ... zadny proces neprojde
22 21, t11 .o zadny proces neprojde
—
pL P2 s zdroje

Obr.1.2.7 Netrivialni deadlock

1.3. P/T Petriho sité (Place/Transitions PN)

P/T Petriho sit je tvorena nasledujicimi objekty:

e misty (places), graficky reprezentovanymi kruznicemi,

e  prechody (transitions), graficky reprezentovanymi obdélniky,

e orientovanymi hranami (arcs), graficky reprezentovanymi Sipkami sméfujicimi od mist k pfechodiim nebo od
prechodl k misttim,

e udanim kapacity (capacity indications) pro kazdé misto sité, tj. pfirozené¢ho ¢isla udavajiciho maximalni pocet
tokentl, ktery se mize v misté nachdzet,

e udanim vdhy (weights) pro kazdou hranu sité, tj. prirozeného ¢isla udavajiciho nasobnost hrany,

e udanim poddteéniho znadeni (initial marking), uddvajiciho pocet tokent pro kazdé misto sité.

Kapacity mist a nasobnosti hran se na grafovém diagramu objevuji jako ohodnoceni mist a hran. Hranu
bez ohodnoceni povazujeme za jednoduchou (s nasobnosti 1) a misto bez ohodnoceni povazujeme za misto
s neomezenou (nekone¢nou) kapacitou.

Zmény stavu (znaceni) P/T Petriho sité jsou charakterizovany nasledujicimi pravidly:
e stav sité je urCen znaCenim, tj. poctem tokent v kazdém misté,
e  misto p patii do vstupni mnoZiny (pre-set) prechodu t, jestlize z mista p vede hrana do prechodu t a misto p patii
do vystupni mnoZiny (post-set) prechodu t, jestlize z prechodu t vede hrana do mista p,
e prechod t je proveditelny (enabled, activated), jestlize:
0 pro kazdé misto p vstupni mnoziny prechodu t plati, Ze obsahuje alespon tolik tokent, kolik ¢ini
nasobnost hrany vedouci z mista p do pfechodu t,
0 pro kazdé misto p vystupni mnoziny piechodu t plati, ze pocet tokent obsazenych v misté p zvétSeny
0 nasobnost hrany, mifici z pfechodu t do mista p, nepfevysuje kapacitu mista p,
e  pii provedeni (firing) proveditelného prechodu t se zméni stav (znaceni, marking) sité takto:
0 pocet tokend v kazdém vstupnim misté p prechodu t se zmensi o ndsobnost hrany spojujici toto misto
s timto pfechodem,
0 pocet tokend v kazdém vystupnim misté p prechodu t se zvétsi o ndsobnost hrany spojujici toto misto
s timto pfechodem.
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Na obr.1.3.1 je zobrazen zména stavu sité po provedeni proveditelného prechodu. Kdyby nasobnost hrany
(t, p4) byla vétsi nebo rovna 2, nebo kdyby kapacita mista p4 byla mensi nebo rovna 2 a nebo kdyby vychozi
znaceni mista p4 bylo rovno 3, pak by prechod t nebyl proveditelny.

pted provedenim pfechodu po provedeni pfechodu

Obr.1.3.1

Poznamky 1.3.1:

1. V P/T Petriho sitich mista zpravidla oznacuji stavy modelovaného systému a prechody zmény stavu. Stav je
charakterizovan celym nezdpornym ¢islem danym znacenim daného mista (poctem tokend v daném miste). Pfi
modelovani pocitacovych déju jedna se napi. o pocéty jednotek volné nebo obsazené paméti (napt. bufferu),

o pocty jednotek disponibilnich nebo vyuzivanych zdroji rizného typu a pod.

2. Implicitné (defaultné, tj. kdyz neni vyslovné uvedeno jinak) predpoklddame nasobnost hrany 1 a kapacitu mista
nekonecnou. Nasobnost jednoduchych hran (w=1) a kapacitu kapacitné neomezenych mist (K=nekonec¢no)
na grafech Petriho siti nemusime uvadét a kvili vétsi pfehlednosti obrazku také neuvddime.

3. Zavedeni vicenasobnych hran a omezenych kapacit mist nikterak nezvysuje modelovaci moznosti (expresivitu)
P/T Petriho siti, ale pouze umoznuje jejich jednodussi zépis. Kazdou P/T Petriho sit 1ze pfevést na ekvivalentni
sif bez nasobnych hran a bez kapacitné omezenych mist a pfitom modelujici stejny realny problém. V prikladé
1.3.2 je ilustrovan postup, jak 1ze ze sité vyloucit nasobnost hran a kapacitni omezenost mist.

4.  Specidlnim piipadem P/T Petriho siti jsou:

e  C/E Petriho sité, coz jsou P/T Petriho sité ve kterych je kapacita kazdého mista a nasobnost kazdé hrany
rovna 1.

e  Obycejné Petriho sité (ordinary Petri nets) jsou P/T Petriho sité ve kterych je kapacita kazdého mista
nekonecna (tj. zadné misto neni kapacitné omezené) a nasobnost kazdé hrany je rovna 1. V souladu s vyse
uvedenou konvenci - viz poznamka 2. - se v obycejnych sitich nevyskytuji inskripce kapacit a nasobnosti.

o  Elementdrni obyéejné Petriho sité jsou obycejné Petriho sité pro které plati nasledujici podminky (viz

poznamky 1.2.1):

0 kazdy pfechod m4 alesporni jedno vstupni misto (pfechod bez vstupnich mist by umoziioval
nekontrolovany vstup libovolného poctu tokent do sité),

0 kazdy pfechod ma alespon jedno vystupni misto (pfechod bez vystupnich mist by umoznoval
nekontrolovany vystup libovolného poctu tokent ze sité),

0 zadny prechod nema zadné misto, ktera by pro néj bylo soucasné vstupnim i vystupnim (tj. sit
je Cista).

Priklad 1.3.1:

Na obr.1.3.2 je P/T Petriho sif zobrazujici pét cyklickych procesii (pét exemplaiu téhoz procesu)
vyuzivajicich dva zdroje (dva exemplare téhoz zdroje). Napf. se mize jednat o pét termindli pocitacové site
spole¢né vyuzivajici dvé tiskarny. Priklad je zobecnénim priikladu 1.2.1.
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pl: pocet procesit nevyuzivajicich zdroj
p2: pocet procest ¢ekajicich na zdroj
p3: pocet procest vyuzivajicich zdroj
p4: pocet nevyuzitych zdroju

t1: vznik pozadavku na pfidéleni zdroje

t2: pridéleni zdroje procesu

t3: uvolnéni zdroje procesem

Obr.1.3.2

Priklad 1.3.2:
Na obr.1.3.3 je P/T sit zobrazujicich pohyb navstévnika ve vystavni sini. Plati nasledujici pravidla:
(1) pocet navstévniku ve vystavni sini nesmi v Zddném okamziku pfekrocit hodnotu K = 50,
(2) do vystavni siné vstupuji navstévnici po skupindch w = 10 osob (napt. vzdy spolu s privodcem),
(3) navstévnici mohou odchazet jednotlive.

t1: ptichod navstévnika

pl: pocet navstévniki cekajicich na prohlidku

w=10
t2: vstup skupiny 10 navstévniku do sélu
w=10
K=50 2: pocet navstévnikil ve vystavnim sale
PP [kapacita salu jey50/
t3: odchod névstévnika ze salu Obr.1.3.3

Na obrézcich 1.3.3.a-d je ilustrovan postup eliminace nasobnych hran a kapacitné omezenych mist.
Na obr. 1.3.3.a je vySe popsana situace popsana siti s nasobnymi hranami a s kapacitnim omezenim mista (az na to,
ze kvili jednoduchosti jsme misto w=10 a K=50 volili w=2 a K=5). Na obr. 1.3.3.b jsou eliminovany nasobné hrany
(mista p1, p2 jsou nahrazeny podsitémi tvofenymi dvéma misty a dvéma prechody), neni vSak uvazovano kapacitni
omezeni. To je napraveno na obr. ¢, vznika v§ak nova nasobna hrana. Tato nasobna hrana je eliminovana v siti
na obr. d, a to stejnym zpisobem jakym byla eliminovana ndsobnd hrana (p1, t2) pii prechodu od sité z obr.a k siti
na obr.b. Sif z obr.d je ekvivalentni se siti z obr.a. (ob¢ sité zobrazuji stejné chovani navstévnik ve vystavni sini).

/

tl tl
pl
w=2
2 2
w=2
K=5(_)p2
t3 % t3
Obr. a Obr. b Obr. ¢ Obr. d

Obr.1.3.3.a-d
Priklad 1.3.3:
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Na obr.1.3.4 je pomoci P/T sité zobrazen systém zahrnujici osm procesu, které cas od ¢asu ¢tou udaje z
dané databaze a jeden proces, ktery ¢as od casu do databaze udaje zapisuje (aktualizuje databazi). Pfitom plati, ze
soucasn¢ muze z databaze Cist nejvyse pét procesu a pokud je do databaze zapisovano, pak z ni nemuze Cist ani
jeden proces. Systém je implementovan pomoci tzv. klict, kterych je v systému celkem 5. K tomu, aby proces mohl
Cist z databaze musi ziskat jeden kli¢ a k tomu, aby mohl zapisovat do databaze musi ziskat vSech pét kli¢t. Tato

situace je zobrazena uzavienou siti na obr. 1.3.4.a. Na obr. 1.3.4.b. je zobrazena odpovidajici otevfena sit - zapisujic
iprocesy vstupuji do sité prechodem t1 a ¢touci procesy prechodem t4 (pocty zapisujicich a ¢toucich procest nejsou
pfedem dény).

P1i usporadani podle obrdzki a) a b) mize dojit k tomu, Ze zapisujici proces se nikdy nedostane ke slovu
(pét klict nebude nikdy k dispozici). Abychom zabranili této moznosti 1ze pozadovat prednost procesu zapisovani
pred procesem ¢tenim: jakmile vznikne pozadavek na zapis (objevi se token v misté p2) zakaze se vstup dalsiho
"Ctenare” do databaze (znemozni se provedeni pfechodu t5). To lze zafidit pomoci tzv. inhibi¢ni hrany vedené
z mista p2 do prechodu t5 (zobrazeno na obr. 1.3.4 ¢, d) - viz dale kap. 1.4 o Petriho sitich s inhibi¢nimi hranami,
anebo prfifazeni vyssi priority pfechodu t2 ve srovnani s prechodem t5 - viz dale kap. 1.5 o Petriho sitich
S prioritami.

zapis Gteni  ZAPiS Cteni zapis &teni zapis Cteni
Obr. a Obr. b Obr. ¢ Obr. d
Obr.1.3.4 Nekolik (osm) ¢tecich a jeden zapisovaci proces

Pocty tokent v jednotlivych mistech maji nasledujici vyznam:
e pl: token oznacuje neexistenci potfeby zapisu
e p2:token oznacuje ¢ekani na povoleni zapisu (¢ekani na osm klict)
e p3: token oznacuje, ze probihd zapis do databaze
e p4: pocet procesti nemajici potfebu cteni
e  p5: pocet procesu Cekajicich na povoleni ¢teni (¢ekani na jeden klic)
e  pb6: pocet procesu Ctoucich v databadzi
e p7: pocet disponibilnich kli¢t (poukazek ke vstupu do databéaze)
Prechody v sitich maji tento vyznam:
e tl: vznik potfeby zapisu
e t2: ziskani povoleni zapisu
e t3: ukonceni zapisu (vraceni péti kli¢u)
e t4: vznik potfeby cteni
e t5: ziskani povoleni ¢teni
e  t6: ukonceni ¢teni (vraceni klice)

Priklad 1.3.4:

Na obr.1.3.5 je zobrazen fragment P/T Petriho sit¢ modelujici vyrovnavaci pamét (buffer) pro predavani
dat produkovanych procesem 1 procesu 2. Ve varianté a) je buffer modelovan mistem p5 s kapacitou K(p5)=8.
Ve varianté b) je buffer modelovan dvéma misty pS, p6 a to obéma s neomezenou kapacitou. Pocet tokeni
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v misté p5 signalizuje pocet volnych pozic v bufferu a pocet tokenti v misté p6 pocet obsazenych pozic. Celkovy
pocet pozic (kapacita vyrovnavaci paméti) je opét 8. Ob¢ varianty a), b) jsou rovnocenné a ilustruji skutecnost, ze
pojem kapacity mista umoznuje sice zjednodusit sif, ale v principu je mozné se bez néj obejit. Sif na obr. c) vylucuje
soucasny pristup k bufferu pro oba procesy: nelze soucasné do bufferu ukladat i vybirat.

— —_ = e |
proc.1 proc.2 proc.1 proc.2
O OOl PO

Obr.1.3.5.a Obr. 1.3.5.b Obr. 1.3.5.¢c

Obr.1.3.5 Buffer pro pfedavani dat mezi procesy

1.4. Petriho sité s inhibi¢nimi hranami (P/T PN with inhibitors)

Petriho sit s inhibi¢nimi hranami je P/T sit (viz popis P/T siti v kapitole 1.3) ve které se mohou

vyskytovat tzv. inhibi¢ni hrany (inhibitor arcs) sméfujici vyhradné od mist k pfechodim a zobrazované
orientovanymi use¢kami zakonc¢enymi krouzkem namisto Sipky.

V Petriho siti s inhibiénimi hranami:
e misto p patii do vstupni inhibiéni mnoZiny prechodu t, jestlize z mista p vede inhibic¢ni hrana do prechodu t
e enabling rule: prechod t je proveditelny (enabled), jestlize soucasné:
0 prechod t je proveditelny v pfislusné P/T siti (tj. siti, ktera vznikne z dané sit¢ odstranénim
inhibi¢nich hran),
0 pro kazdé misto p vstupni inhibi¢ni mnoziny prechodu t plati, Ze obsahuje méné (<) tokenii nez
kolik ¢ini nasobnost hrany vedouci z mista p do pfechodu t.
o firing rule: pii provedeni (firing) proveditelného prechodu t se zméni stav (marking) sité presné stejnym
zpusobem jako u pfislusné P/T sité (sité, ktera vznikne z dané sit¢ odstranénim inhibi¢nich hran).

Poznamky 1.4.1:

1. Na rozdil od “obycejnych” hran se po inhibi¢nich hranach “nepresouvaji” tokeny. Inhibi¢ni hrany jsou vlastné
jen negativné pojatymi testovacimi hranami.

2. P/T Petriho sit je specialnim pfipadem Petriho sité s inhibitory, ve které je mnozina inhibi¢nich hran
prazdna.

3. Modelovaci sila (expresivita) Petriho siti s inhibicnimi hranami je stejnd jako modelovaci sila

Turingovych stroju a tedy podstatné vétsi nez obycejnych P/T Petriho siti.

Na obr.1.4.1 je zobrazena zména stavu sité pred a po provedeni proveditelného prechodu. Kdyby hrana

(p2,t) méla ndsobnost mensi nebo rovnou 3, nebo kdyby znaceni mista p2 bylo vétsi nebo rovno 4, pak by
prechod t nebyl proveditelny.
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Obr.1.4.1 Zména znaceni po provedeni proveditelného prechodu

Priklad 1.4.1:

Na obr.1.4.2 je pomoci Petriho sité (s inhibitory) zobrazen jednoduchy systém komunikace v kruhové
organizované pocitacové siti (Token Ring LAN). Pravo ovladat komunikaci v siti je cyklicky nabizeno kazdému
terminalu sit¢. Ma-li terminal néjakou zpravu k odeslani, pak svého prava vyuzije a zpravu odesle. Nema-li zadnou
zpravu k odeslani, pak pravo ovladani komunikace v siti ihned preda dalsimu (sousednimu) terminalu.

.
I i-ty uzivatel
‘

Obr.1.4.2 Komunikace v kruhové pocitacové siti

Vyznam mist a pfechodu (i=1,2,...,N):

e pli: stavi-tého terminalu: bez zpravy k odeslani

e tli: vznik zpravy v i-tém termindlu

e p2i: zprava je vyhotovena a i-ty termindl ¢eka na pfichod tokenu v siti (az se termindl dostane na fadu)

e t2i: i-ty termindl prebira kontrolu nad komunikaci v siti

e p3i: zprava od i-tého terminalu je predavana v siti

e t3i: zprdva byla predana, i-ty termindl vraci kontrolu

e pi’: i-ty terminal je na fadé, ma-li zpravu, muze ji predat

e ti’: i-ty terminal rezignuje na kontrolu sité

e pi’’: i-ty terminal skoncil kontrolu sité

e ti’’: kontrola je pfeddvéna nasledujicimu (i+1) -ému terminalu
Priklad 1.4.2:

Jiny pfiklad pouziti inhibi¢nich hran byl jiz zminén v pfikladu 1.3.3 - viz text a obrazky 1.3.4.c,d.

1.5. Petriho sité s prioritami (P/T PN with priorities)

Petriho sit s prioritami je P/T sit (viz popis P/T siti v kapitole 1.3) ve které je navic ke kazdému prechodu
sité pfifazeno celé nezaporné cislo udavajici tzv. prioritu prrechodu.

V Petriho siti s prioritami je:
e prechod t je povolen (has concession), je-1i proveditelny v odpovidajici P/T siti bez priorit.
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e prechod t je proveditelny (enabled), jestlize soucasné:
O je povolen,
0 zadny jiny povoleny pfechod nemd vyssi prioritu.
e pri provedeni (firing) proveditelného pfechodu t se zméni stav (marking) sité stejnym zptisobem jako u P/T siti
bez priorit. Sou¢asné mohou byt provedeny pouze piechody se stejnou prioritou. Jsou-li pfechody se stejnou
prioritou v konfliktu, pak vybér pfechodu k provedeni je nedeterminisicky.

Poznamky 1.5.1:

1. P/T Petriho sif je specialnim pfipadem Petriho sité s prioritami, ve které je vSem prechodim pfifazena
jedna a taz priorita (coz je totéz jakoby priorita prechodl nebyla viibec definovéana).

2. Petriho sité s prioritami maji stejnou modelovaci silu jako Petriho sité s inhibicnimi hranami, tj.
modelovaci silu Turingovych stroju 1ze jimi modelovat libovolny algoritmus.

3. Porovnani modelovaci sily dosud zminovanych typt Petriho siti ukazuje nasledujici mnozinovy
obrazek 1.5.1 (Venniv diagram).

PN with inhibitors, PN with priorities,
Turing maching
P/T PN, Ordinary PN 1ng machines

"“*\x\\\purePN;\\ R
elementary PN 2

Obr.1.5.1
Priklad 1.5.1:

Petriho sité s inhibi¢nimi hranami (a bez priorit) mohou byt pfevedeny na ekvivalentni sité s prioritami
(a bez inhibic¢nich hran). Na obr. 1.5.1 je znovu pojednan piiklad 1.3.3 ve varianté, kdy pozadavek zapisu do
databaze ma prednost pred pozadavkem ¢teni z databaze. Na obr. 1.5.1.a je zobrazeno feseni s inhibi¢nimi hranami
ana obr.1.5.1.b je zobrazeno feSeni s prioritami.

prechod t2 md
vyssi prioritu
nez prechod t5

zapis Cteni
Obr. b

Obr. 1.5.1
Priklad 1.5.2:

Na obr.1.5.2 je Petriho sif s prioritami zobrazujici systém komunikace v kruhové organizované pocitacové
siti (viz pfiklad 1.4.1). Petriho sif z obr.1.5.2 je ekvivalentni (popisuje tentyz komunikacni systém) s Petriho siti
s inhibi¢nimi hranami z obr.1.4.2.
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pfechody t2i, t2j,...
maji vyssi prioritu
nez prechody ti’, tj’,..

Obr.1.5.2 Komunikace v kruhové pocita¢ové siti

1.6. Casované Petriho sité (Timed PN)

Z4dny z dosud uvedenych typt Petriho siti nepracuje s pojmem ¢asu a trvani. Piedpoklada se, ze provedeni
libovolného prechodu je okamzité. Posloupnost stavii (znaceni) Petriho sité mtizeme sice zobrazit posloupnosti bod
na Casové ose, podstatné je vSak pouze poradi téchto bodi a nikoliv jejich konkrétni umisténi (na ¢asové ose neni
zavedena metrika).

Existuje nékolik zptsobt jak obohatit aparat Petriho siti pojmem ¢asu a uvazovat zmény stavi (provadéni
prechodi) jako déje trvajici, tj. spotfebovévajici vice ¢i méné Casu. Je zfejmé, Ze timto obohacenim vyznamné rozsifi
me modelovaci moznosti Petriho siti. Trvani déji mize byt charakterizovano:

e deterministicky (pfifazené casy jsou konstanty),

e stochasticky (pfifazené ¢asy jsou nahodné, zpravidla s exponencialnim rozdélenim).

e kombinovanym zpusobem (pfifazené casy jsou pro nékteré prechody konstanty a pro jiné realizacemi

nahodnych veli¢in)
V prvém piipadé hovofime jednoduse o éasovanych Petriho sitich (bez piivlastku), v druhém piipad¢ o stochasticky
ch Petriho sitich (SPN - Stochastic Petri Nets) a v tfetim piipadé o zobecnénych stochast. Petriho sitich (GSPN -
Generalized Stochastic Petri Nets).

Casové charakteristiky mohou byt spojeny s riiznymi stavebnimi prvky Petriho siti a to s:
e prechody (t-timed PN),
e  misty (p-timed PN),
e  hranami (a-timed PN),
e tokeny (token timed PN).

V pripadé ¢asovani prechodu si predstavujeme, Ze tokeny pobyvaji po jisty ¢as (po dobu trvani prechodu)

uvnitf prechodu.

V ptipadé ¢asovani mist si predstavujeme, ze tokeny pobyvaji po urcitou dobu ve vstupnich mistech
prechodu, ktery ma byt proveden. Tato doba se zacina pocitat od okamziku uschopnéni (enabling) pfechodu a
vyjadfuje dobu trvani prechodu.

V pripadé casovani hran si predstavujeme, Ze tokeny se pohybuji po hranach kone¢nou rychlosti, napi. tak,
ze doba cesty ze vstupnich mist do prechodu, ktery ma byt proveden, je rovna trvani prechodu.

V pfipadé ¢asovani tokeni predpoklddame, ze provadéni piechodi je sice okamzité, ale tokeny opoustéjici
provedeny prechod jsou opatreny tzv. Casovym razitkem (time stamp), které zaznamenava okamzik pocinaje kterym
mohou byt tokeny znovu pouzity. Hodnota ¢asového razitka je rovna aktudlni hodnoté globalniho ¢asu zvétseného
v okamziku provedeni pfechodu o stanovenou dobu trvani prechodu.

Lze ukdzat, zZe vSechny vyse uvedené modely jsou navzajem ekvivalentni. Prvy model se zda byt
nejprirozenéjsi, je vSak nejméné vyhodny z pohledu pouziti formalnich metod analyzy Petriho siti. Vede totiz
k zavedeni pfechodnych znaceni, kdy nékteré tokeny jsou “schovany” v probihajicich prechodech. Tato skute¢nost
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komplikuje pouziti dobfe propracovanych metod analyzy necasovanych siti k analyze ¢asovanych siti, které
vzniknou z ne¢asovanych ¢asovym ohodnocenim prechodi.

1.7. Barevné Petriho sité (Coloured PN)

Barevnd (nebo také barvena) Petriho sit (CPN - Coloured Petri Net) je obycejna P/T Petriho sif ve které

navic:

" "att

namisto jednoho druhu tokenti (“Cernych” tokent “e” z P/T siti) je mozna pracovat s mnoha riznymi

tokeny (“barevnymi” tokeny, tokeny liSicimi se barvou); mnozina vSech riznobarevnych tokent je

rozlozena do tfid (tfid barev); tokeny z téze tiidy povazujeme za tokeny téhoz typu;

typy (obrazné: tfidy barev) mtizeme chéapat jako datové typy, které mohou byt kone¢né (napf. vyctové typy, ...)
nebo nekonec¢né (napf. typ prirozené Cislo, ...), elementarni (napf. den, mésic, rok, realné ¢islo, ...) nebo slozené
(napf. datum, vektor realnych Cisel, ...); datovy typ je din mnozinou hodnot a s datovymi typy jsou spojeny
rozmanité operace (napr. logické operace s booleovskym datovym typem, ¢iselné operace s ¢iselnymi datovymi
typy, ...); systém datovych typi spolu se systémem operaci (jednodruhovymi i vicedruhovymi), pak pfedstavuje
vicedruhovou algebru (sigma algebru); kazda konkrétni CPN je tak zaloZena na konkrétni vicedruhové algebie
kazdému mistu je pfifazen je typ tokeni (tfida barev - colour set), které se mohou v daném misté nachazet;
aktudlni znaceni (stav) kazdého mista je dan konkrétni multimnozinou tokenu toho typu, ktery mistu nélezi
kazdému prechodu je pfirazena podminka piechodu (guard) reprezentovand vyrazem utvorenym z konstant a
proménnych, ktery po vyhodnoceni (tj. po dosazeni konkrétnich hodnot za proménné a provedeni vypoctu) dava
booleovskou (pravdivostni) hodnotu

kazdé hrané je pfirazen tzv. hranovy vyraz (arc expression) utvoreny z konstant a proménnych, ktery po
vyhodnoceni pfedstavuje multimnozinu tokent toho typu, ktery nélezi mistu jez je s hranou incidentni
pocdteéni znacdeni (initial marking) sité je dano poc¢atecnim znacenim vsech mist sité: ke kazdému mistu je
pfifazena konkrétni multimnozina tokenu z té tfidy, ktera je mistu pfifazena.

Zmény stavi (znaceni) barevné Petriho sité jsou charakterizovany nasledujicimi pravidly:
enabling rule: prechod ¢ je proveditelny (enabled), jestlize :
0 multimnozina tokenl obsazena v kazdém vstupnim misté p pfechodu ¢ je vétsi nebo rovna
multimnozing, ktera byla vypoctena pfi vyhodnoceni hranového vyrazu, ktery pfislusi hrané vedouci
z mista p do prechodu ¢,
O je splnéna podminka prechodu ¢, tj. vyhodnoceni booleovského vyrazu pfifazeného prechodu ¢ dava
hodnotu true
Jestlize v hranovych vyrazech hran incidentnich s prechodem ¢ nebo v podmince pfechodu ¢ se nachazi néjaké
proménné, pak je tieba témto proménnym prifadit konkrétni hodnoty. Riznym pfifazenim pak odpovidaji rizné
zpusoby (mddy) provedeni prechodu. Pfechod miize byt proveditelny pfi vSech, nékterych nebo zadném
pfifazeni.
(firing rule) pfi provedeni (firing) proveditelného prechodu t se zméni stav (znaceni) sité takto :
0 multimnozina tokenl v kazdém misté vstupni mnoziny prechodu ¢ se zmensi o multimnozinu, ktera
vznikne vyhodnocenim hrany spojujici toto misto s prechodem ¢,
0 multimnozina tokenl v kazdém vystupnim misté prechodu ¢ se zvétsi o multimnozinu, ktera vznikne
vyhodnocenim vyrazu pfifazeného hrané spojujici prechod ¢ s timto mistem.
Vyhodnoceni hranovych vyrazi vSech vstupnich i vystupnich hran provadéného prechodu musi byt
uskute¢néno ve stejném madu, tj. pfi stejnych pfifazenich konkrétnich hodnot stejnym proménnym.

Na obr.1.7.1 je ilustrovan pojem proveditelnosti pfechodu a zména znaceni po jeho provedeni. Mista p1, p3

maji pfidélen vyctovy datovy typ {p,q,u,v} (prvky p,q,u,v mohou predstavovat napft. rizné druhy procesi), tj.
v téchto mistech se mohou vyskytovat libovolné multimnoziny tokent nad mnozinou {p,q,u,v}. Proménna x je
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téhoz datového typu, tj. mize nabyvat libovolné hodnoty z mnoziny {p,q,u,v,}. Misto p2 ma pridélen datovy typ
{r,s,w} (prvky r,s,w mohou oznacovat napi. rizné druhy zdroju), tj. v misté p2 se mohou nachazet rozmanité
multimnoziny tokent nad mnozinou {r,s,w}. Na obr. 1.7.1.a-c jsou vyznaceny aktualni znaceni (stavy, tokenové
obsazeni) vSech tfi mist, hranové vyrazy vSech tfi hran a podminka spojena s pfechodem (uvedena v hranatych
zavorkach, zapis “not x=u" znamena —x=u, neboli x#u). Na obrazku 1.7.1.a je zobrazen stav sité pred provedenim
prechodu 7, na obr. 1.7.1.b stav sité po provedeni pfechodu v mdédu x=p a na obr. 1.7.1.c stav sité po provedeni
prechodu v médu x=q. V dalsich dvou moznych modech x=u a x=v je prechod neproveditelny: v prvém piipadé
proto, Ze neni splnéna podminka prechodu a v druhém pfipadé proto, Ze pfi vychozim znaceni se v misté p1 zadny
exempldr tokenu v nevyskytuje.

2prIgr3u [ not x=u] 2pr [notx-u) ~ 2P*3d

p3 /‘\’ﬂi _>O

if x=p then I'r + 2’s
X=p else 2’r + 3’s

pl

if x=p then 1’r +2’s
else 2°’r + 3’s

3r+4%s O/ Obr.a 2r + 2’SO/ Obr.b
p2 p2
2’p +1,63’u [ not x=u] U'p+4q
< A0
—_— if x=p then 1’r +2’s
x=q else 2’r+3’s
I'r+1°
! pszo/ Obr. ¢

Obr.1.7.1 Proveditelnost a provedeni pfechodu

Poznamky 1.7.1:

1. P/T PN jsou specidlnim pifipademCPN, ktera pracuje s jedinym datovym typem a to vyctovym datovym typem
s jedinou hodnou {e}. Znaceni mist se pak vyjadiuje multimnozinami nad {e}, napf. 3’e.

2. CPN nepotrebuje nasobné hrany, omezené kapacity mist, inhibi¢ni hrany, priority. VSechny tyto konstrukty
z P/T PN mohou byt plné nahrazeny obecnéjsimi konstrukcemi CPN: hranové vyrazy, podminky prechodd,...

3. Podobné jako misto mize mit rizné znaceni (reprezentovat rizny lokalni stav), tak i prechod - v pfipadé¢ CPN -
muzZe byt provadén riiznymi zpusoby. V jednom a téZe misté mohou byt riizné multimnoziny tokent (téhoz
typu) a podobné jeden a tentyz prechod mize provadét rizné transformace vstupnich multimnozin tokent
(na vstupnich hranach prechodu) na vystupni multimnoziny (na vystupnich hranach prechodu).

Priklad 1.7.1:

Na obrézcich 1.7.2 je zobrazen systém procesi, které vyuzivaji v raznych fazich své cyklické ¢innosti
ruzné zdroje. Jednd se o dva procesy typu p a tfi procesy typu g a dva zdroje typu r a tfi zdroje typu s. Procesy
ruznych typu se 1isi pozadavky na ptidélovani zdroji (co do typu i mnozstvi) béhem cyklu, procesy téhoz typu maji
pozadavky identické.

Na obr.1.7.2.a je systém zobrazen pomoci obycejné P/T Petriho sité (P/T PN) a na obr.1.7.2.b je tentyz
systém reprezentovan kompaktnéji barevnou Petriho siti (CPN). Zatimco P/T PN pracuje pouze s tokeny jediné
"Cerné” barvy (), CPN pracuje se ctyfmi barvami tokent (p,q,7,s). Tyto Ctyfi barvy jsou rozdéleny do dvou
datovych (barevnych) tiid: proces={p,q} a zdroj={r,s}. V kazdém misté v CPN se muze vyskytovat libovolny pocet
tokent, ale vzdy jen téhoz typu, tj. patficich do téze datové tridy (tfidy barev). V mistech A,B,C,D se mohou
vyskytovat tokeny typu proces a v misté RES tokeny typu zdroj. Aktualni znaceni mist A,B,C,D je dano
multimnozinami nad {p,q} a aktualni znaceni mista RES multimnozinou nad {r,s}. Pocate¢ni znaceni je
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zakresleno na obrazcich. Pocate¢ni znaceni CPN na obr.1.7.2.b jest: v mistech B,C,D jsou prazdné multimnoziny
tokent (tj. tato mista neobsahuji zadné procesy), v misté A se nachdzi multimnozina 2’p+3°g, (tj. v misté A se
nachazi dva exemplare procesu p a tfi exemplafe procesu ¢) a v misté RES se nachazi multimnozina 3°r+2’s (tj. tfi
exemplare zdroje r a dva exemplére zdroje s). Hranam v CPN jsou pfifazeny hranové vyrazy obsahujici konstanty
p.q,1,s a proménnou x, ktera je typu proces, tj. probiha mnozinu {p,q}. Po volbé hodnoty proménné x 1ze hranové
vyrazy vyhodnotit, tj. hranové vyrazy pak predstavuji multimnozinu tokenti nad datovym typem pfisluSnym mistu
se kterym je hrana incidentni.

3r+2’s if x=q then 2's

RES if x=p then 1's
if x=q then 1'r

if x=p then 1'r + I'’s
if x=q then 2'r + 2’s

Obr. b)

Obr. 1.7.2.a-b

Obréazky 1.7.2.b-d predstavuji rizné varianty CPN pro P/T PN z obrazku 1.7.2.a. Dosud diskutovana
varianta (b) pracuje s elementarnimi vyctovymi datovymi typy {p,q} a {r,s}, varianta (c) pracuje s elementarnimi
vyc¢tovymi datovymi typy {p.,q}, {r} a {s}.

Varianta (d) vychézi z elementarnich vyctovych datovych typt {p,q}, {r,s} a {a,b,c,d} , kde a,b,c,d jsou
hodnoty dalsiho vyétového datového typu (typu faze={a,b,c,d}), vyjadiujici v jaké fazi se ten ¢i onen proces nachazi
(tj. v kterém z mist A,B,C,D se nachdzi token zobrazujici pfislusny proces). Na zékladé elementarnich datovych typa
{p.q} a {a,b,c,d} 1ze konstruovat slozeny datovy typ stav s osmi hodnotami {p,q}x{a,b,c,d}={(p,a),(p,b),(p,c),(p,d),
(¢,2),(g,b),(q,¢),(q,d)}. CPN pracuje se dvéma elementarnimi proménnymi x typu proces a y typu fdze, hodnota
sloZzené proménné (x,y) udava, ze proces typu x je ve fazi y. CPN ve varianté (d) je tvofena dvéma misty: ZDROJE
(obsahuje multimnozinu aktualné disponibilnich zdroji) a STAVY (obsahuje multimnozinu stavii vSech procest) a
jednim piechodem DALSI (jeho provedenim se méni stav jednoho procesu /a tim i multimnoziny stavii véech proces
0/ a multimnoziny disponibilnich zdroji). Hranové vyrazy maji nasledujici vyznam:

(€77) [ elementarni stav (proces typu x ve fazi y), ktery je pfedmétem zmény
res(x,y) ..... multimnozina zdroju potfebnd k uskutecnéni zmény (res ... reserve)
rel(x,y) ...... multimnozina zdroji uvolnéna po uskute¢néni zmény (rel ... release)

next(x,y) ... novy elementdrni stav nahrazujici stav (x,y)
Podrobné definice funkci res(x,y), rel(x,y) a next(x,y) jsou uvedeny v tabulce 1.7.1 (pfimé uvedeni v obrazku 1.7.2.d
by tento obrazek pfilis zatizilo).
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if x=q then 1'r 3r+2’s

if x=p then 1'r
if x=q then 2'r

ZDROJE
if x=q then 2’s

2’s i .,
5 CQP then 1's

if x=p then 1's Obr. d)
if x=q then 2’s
Obr. ¢)
Obr. 1.7.2.cd
xy) res(x,y) rel(x,y) next(x,y)
».a) L'r %) ’(p,b)
(»,b) %) %) I’(p,c)
(2X9) I’s %) I’(p,d)
»,d) %) I'r+1’s 1’(p,a)
(g.9) rr %) 1’(g,b)
(g.b) 2’s %) 1’(g,¢)
(g.9) Lr %) 1’(q,d)
(9,d) %) 2’r+2’s 1°(q,a)
Tab. 1.7.1

Poznamenejme, Ze sif zobrazend na obr. 1.7.2.a (a tedy takeé sité na obr.1.7.2.b-d) obsahuji deadlocky. Napf.
posloupnost prechodu t1°’,t1°°, t1”°, t2”” vede k uzamcenému (deadlockovému) stavu sité a také nékteré dalsi
posloupnosti prechodt. Deadlockiim je mozné se vyhnout zménou pocate¢niho znaceni sité (zmensenim poctu
procest, zvétSenim poctu zdroji a n€kdy prekvapive i zmensenim poctu zdrojii) a u CPN verzi také vyuzitim
podminek prechodt .

Priklad 1.7.2:

Klasicky problém multiprocesové synchronizace, znamy pod anglickym nazvem Dining Philosophers
(veceftici nebo jedici filozofové), budeme reprezentovat pomoci OPN (obycejné P/T Petriho sité) a CPN (barevné
Petriho sit€).

Problém spociva v nasledujicim: Nékolik filosofii (v nasem pripadé 4) sedi okolo kulatého stolu a nemaji
nic jiného na praci nez pfemyslet a jist. Mezi kazdymi dvéma sousednimi filosofy je na stole poloZena jedna jidelni
hulka. K tomu, aby filosof byl schopen jist musi mit dvé jidelni hilky: htilku z levé i pravé strany. Problém nastane
tehdy, kdyz kazdy filosof chopi hullku po levici a ¢eka az se uvolni hiillka po pravici. V tomto pfipadé nastane
deadlock a vsichni filosofové zahynou hladem. Tomu se 1ze vyhnout napf. tim, Ze zadny filosof nesmi zdvihat hulky
jednotlivé, ale vzdy jen soucasné (to déle také predpokladame). Casto se pozaduje také spravedlnost (fairness):
kazdy filosof ma mit moznost se najist tolikrat jako ostatni (tento pozadavek v sitich na obr. 1.7.3 zabezpecen neni).

Na obr. 1.7.3.a je problém zobrazen pomoci OPN. Token v misté hi (i=1,2,3,4) znamena, Ze i-ta htlka je
neuchopena na stole, token v misté fi znaci, ze i-ty filosof pfemysli (filosofuje) a token v misté ji indikuje, ze i-ty
filosof se vénuje jidlu (i=1,2,3,4). Na obrazku je zobrazeno pocatecni znaceni sité, kdy vsichni filosofové premysli,
zadny neji a vSechny hilky jsou polozeny na svém misté na stole, tj. 1.filosof mezi 1. a 2. htlkou, 2.filosof mezi 2.
a 3. hilkou. 3. filosof mezi 3. a 4. hulkou a kone¢né 4.filosof mezi 4. a 1. halkou.
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2113414
(2

Obr.b - CPN
Obr.1.7.3.

Na obr. 1.7.3.b je uvazovana varianta “Dining Philosophers” problému vyjadfena ekvivalentni barevnou Pet
riho siti. CPN pracuje s:
e datovym typem huilka={hl, h2, h3, h4},
e datovym typem filosof={f1, /2, /3, f4},
e proménnou x typu filosof, tj proménnou nabyvajici hodnot z mnoziny {f1,/2./3.f4},
e funkci hl(x) pfifazujici ke kazdému filosofovi dvojici (multimnozinu, mnozinu) hilek jez jsou mu sousedni, tj.
hi(f1) = I’h1+1’h2 = h1+h2, hI(f2) = h2+h3, hl(f3) = h3+h4, hl(f4) = hd+hl.

Misto h sité CPN je vlastné sjednocenim mist h1, h2, h3, h4 sit¢ OPN, misto f pfedstavuje sjednoceni mist f1,

2, f3, f4 a misto j je sjednocenim mist j1, j2, j3, j4. Pocate¢nim znacenim mist h, f, j jsou postupné (multi)mnozin
h1+h2+h3+hd, fl+2+f3+f4 a O.

V pocéate¢nim znaceni je proveditelny prechod vezmi a to ve vSech ¢tyfech modech: x=f1, 12, /3, f4.

Prechod vrat' je proveditelny vzdy, obsahuje-li misto j aspon jeden token.

1.8. Hierarchické Petriho sité (Hierarchical PN)

Jednouroviovy zptisob navrhovani a modelovéni systémt ma fadu znamych nevyhod:
e  ztrata prehledu, zabér prili§ mnoha detaill v jednom okamziku,
e  74dné nebo nedostatecné zobrazeni vnitini struktury systému,
e pracny navrh, mald spolehlivost navrzeného systému, obtizna udrzba systému.

Hierarchicky zplsob navrhu a modelovani tyto nedostatky prekondva a vyznacuje se nasledujicimi
prednostmi:
e rozdéleni systému do dobfe definovanych komponent,
e zakryti vnitfni struktury komponent pfi praci s komponentami,
e moznost vicenasobného uziti komponent pfi navrhu systému,
e moznost navrhu systému metodou “shora dol1” i “zdola nahoru”,
e moznost paralelni prace pfi navrhu systému,
e  snadna udrzba systému.
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Hierarchickd Petriho sif je ¢astecné usporadana mnozina nehierarchickych Petriho siti (které vSechny
mohou byt libovolného, ale téhoz typu: C/E, P/T, barevné,...), tzv. stranek (pages). V tomto uspoifadéni je stranka A
pod strankou stranky B jestlize sif na strance A rozviji (definuje pomoci Petriho sité) néktery prvek ( prechod nebo
misto) ze sité na strance B.

P1i tomto rozvijeni lze pouzivat rizné hierarchizacni konstrukty (hierarchy constructs):
e substituce prechodt (substitutions of transitions),
e  substituce mist (substitution of places),
e volani prechodu (invocation of transitions),
e slucovani prechodu (fusion of transitions),
e slucovani mist (fusion of places).

Pri substituci piechodu je dany prechod v dané siti nahrazen substituujici siti, ktera poskytuje podrobné;jsi
popis aktivity, kterou reprezentuje substituovany pifechod. Podobné pfi substituci mista je dané misto v dané siti
nahrazeno substituujici siti, ktera poskytuje podrobné&;jsi popis stavu, ktery reprezentuje substituované misto.
Poznamenejme, Ze stav mize mit dynamického charakter, tj. mize vyjadfovat skutecnost, Ze probiha jisty proces.

Substituce je hierarchizacni konstrukce, ktera se uplatiiuje pouze pri navrhu Petriho sité, ale nikoliv pii
jejim provozovani. Interpretace (exekuce) sit¢ se uskutecniuje v zakladni (hierarchicky nejnizsi urovni) ve které jiz
neexistuji zadné substitu¢ni prechody nebo mista (tj. vSechna dosazeni byla jiz provedena). Z tohoto divodu neni
mozné, aby v substituujici siti byl pfimo nebo zprostiedkované pouzit substituovany prechod (nebo misto), ktery je
touto siti definovan (zakaz rekurze).

Pti voldni prechodu je tomu jinak. Zatimco substituci pfechodu muzeme prirovnat k dosazeni makra,
volani pfechodu pfedstavuje voldni podprogramu. Substituujici sit je v prvém piipadé kddem makra (kod musi byt
dosazen vsude tam, kde je makro pouzito), zatimco v druhem pfipade je kodem podprogramu (ktery je z riznych
mist programu voldn, ale v programu se vyskytuje pouze jednou). Konstrukce volani prechodu umoznuje rekurzi, tj.
v defini¢ni siti volaného prechodu muze byt definovany prechod pouzit (pfimo nebo zprostiedkované). Pri
interpretaci se defini¢ni sitf volaného pfechodu vytvoii teprve tehdy, az je pfechod voldn a po ndvratu do

hierarchicky vyssi urovné se tato sif opét zrusi. Pocet exemplait defini¢ni sité se v pritbéhu interpretace méni
(zejména v piipadé rekurzivniho volani). Rozsah kodu a potfebna pamét se dynamicky méni. Tim se lisi pouziti
konstruktu volédni od konstruktu substituce, kdy jsou rozsah kodu a potifebna pamét konstantni, ale zpravidla
podstatné veétsi.

Konstrukce sluéovdni (fiizovdni) mist nebo prechodii nejsou hierarchizacnimi konstrukcemi v pravém
slova smyslu; jsou to spise technické prostredky, které ulehcuji a zpfehlednuji vazby mezi jednotlivymi strankami
hierarchické Petriho sité. Jednd se o to, aby jeden a tentyz realny prvek (misto nebo pfechod) mohl byt podle
potieby a pro pohodli projektanta zobrazen soucasné na ruznych strankach hierarchické sité (a pripadné i také
nékolikrat na téze strance). Predstavujeme si, Ze vSechny takto zobrazené fiktivni prvky fuzuji v jediny realny prvek.

V piipadé slucovani mist musi mit vSechna mista, patfici do téZze mnoziny fuzovanych mist, vzdy totéz
znaceni, tj. pribude-li token do jednoho z fuzovanych mist, pfibude i do vSech ostatnich mist a je-li odebran token z
jednoho mista je soucasné odebran i ze vSech ostatnich mist fuzované mnoziny. Fakticky se totiz jedna o misto
jediné.

V ptipadé slucovani prechodit musi vSechny fuzované pfechody byt vzdy soucasné proveditelné nebo
neproveditelné a je-li proveden kterykoliv z fuzovanych prechodii znamen4 to, Ze jsou provedeny vsechny prechody
fuzované mnoziny. Z obsahového hlediska se totiz jedna o prechod jediny.

Priklad 1.8.1:

Na obrézcich 1.8.1-1.8.2 je ukdzano jak 1ze pomoci hierarchickych Petriho siti zobrazovat strukturované pa
ralelni programy.

Na obr.1.8.1 jsou zobrazeny zakladni strukturni vzory paralelniho programovani: sekvencni fazeni prikaza
T1 a T2, alternativni provedeni pfikazi T1 a T2, iterace (cyklické provadéni) prikazu T1 a paralelni provadéni prova
déni prikazt T1 a T2.
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Tin=T1 Tout=T2 Tin Tout

Obr. a) Sekvence Obr. b) Alternativa

T1
T1

Tin Tout Tin Tout

Obr. a) lterace (cykl) Obr. a) Paralelismus
Obr.1.8.1 Zakladni programové konstrukty

Na obr.1.8.2 je predvedeno postupné rozvijeni paralelniho programu pocinaje obrazkem a) a konce
obrazkem d), a to pouze s vyuzitim konstrukci zobrazenych na obr.1.8.1. Pouzitym hierachizacnim konstruktem je
substituce prechodu.

Pin Tl  pout
a) Program na nejvyssi urovni abstrakce

Prikaz T1 z obr. a rozvinut v cykl
tvoreny ptikazy T2,T3,T4

b)

T5 T6

Piikaz T3 z obr. b rozvinut v sekvenci
Pin T2 T4 pout tvofenou ptikazy T5,T6
©)

Obr.1.8.2.a-c Navrh paralelnich programt metodou shora doli

Piikaz T5 z obr. ¢ rozvinut v alternativu

T4 tvofenou pikazy T7-T10

Prikaz T6 z obr. ¢ rozvinut v paralelismus
tvoreny prikazy T11-T14
T4

"II“IZ a Pout
d) O 1

Podprogram /procedura/ odpovidajici
programu z obr. d
Touj]=T4
g

br.1.8.2.d-e Ndvrh paralelnich programti metodou shora doli

Tin=T2

1.9. Objektové Petriho sité (Object-Oriented PN)
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Petriho sit¢ vysoké urovné (HLPN - High-level Petri Nets), tj. Petriho sité, které jsou souc¢asné barevné i
hierarchické, maji fadu cennych vlastnosti:
e  jsou intuitivné velmi dobfe srozumitelné,
e  maji ndzornou grafickou reprezentaci,
e mohou slouzit jako specifikac¢ni jazyk (programovaci jazyk vysoké urovne),
e jsou exaktné definovany a mohou byt traktovany jako formdlni matematicka teorie.

Objektové-orientované pristupy predstavuji zavedenou metodologii tvorby programu, ktera:
e vyrazné ulehcuje a urychluje vyvoj kvalitniho softwaru,
e podstatné zlepsuje udrzovatelnost, modifikovatelnost a opétné uziti jiz vytvoreného softwaru.
Objektoveé-orientovand metodologie byla vytvorena z pragmatickych divodu a jeji hlavni nevyhodnou je
neexistence exaktniho formdlniho zékladu.

V poslednich letech sili snaha o integraci obou dvou metodologii (Petriho siti a objektové-orientované
piistupl). Nejjednodussi a nejvice se nabizejici cestu této integrace (tzv. "Objects inside Petri net” paradigma) lze
zhruba charakterizovat takto:

e Tokeny kolujici v Petriho siti jsou povazovéany za instance objektovych tiid popsanych v néjakém objektové
orientovaném programovacim jazyku.

e Prechody Petriho sité predstavuji metody aplikované na objekty reprezentované vstupujicimi tokeny.

e  Provedeni prechodu nemusi nutné znamenat zniceni vstupnich a stvoreni vystupnich tokend. Vétsinou tokeny
skrze prechody pouze prochdzeji s tim, ze metoda predstavovana prechodem méni hodnoty nékterych jejich
atributi. Provedeni pfechodu mize také znamenat vytvoreni nového objektu nebo zniceni starého.

e  Hrany Petriho sité popisuji mozné toky objektt v systému.

e  Struktura Petriho sité vyjadiuje fidici strukturu modelovaného systému, zatimco hierarchie tokenovych typa
vyjadfuje datovou strukturu modelovaného systému.

e  Systém mize byt modelovéan jedinou rozsahlou Petriho siti a nebo muze byt hierarchicky strukturovén.

Jiny zptsob spojeni objekt.-orientované metodologie s formalismem Petriho siti je zalozen na modelovani

vnitiniho chovani objektd Petriho sitémi (tzv. "Petri net inside objects " paradigma). Tento zplsob vychazi z

nasledujicich myslenek:

e Kazdy objekt systému ma svou vlastni Petriho sif. Znacendi sité reprezentuje vnitini stav objektu.

e Prechody sité reprezentuji provadéni metod objektem. Nékteré prechody reprezentuji vnitini spontanni chovani
objektl, zatimco jiné nabizeji sluzby jinym objektim. Petriho sit objektu tak modeluje: dostupnost metod pro
objekt, mozné posloupnosti provadéni metod, mozna paralelni provadéni metod.

e  Komunikace mezi objekty (komunikacni protokol) je rovnéz modelovana pomoci Petriho sité. Aparat Petriho
siti je tak pouzit jak k modelovani vnitfniho chovéni objektd, tak i k modelovani meziobjektové komunikace.

Oba vyse charakterizované pristupy “objects inside Petri net” and “Petri net inside objects”jsou spise
objektové zalozené ("object-based”) nez objektové orientované (“object-oriented”). Vlastnosti dédi¢nosti,
polymorfismu a dynamického vytvafeni objektl nejsou zde zpravidla uvazovany. Tyto vlastnosti vSak mohou byt
zakomponovany do formalismu “object-based” Petriho siti, dovolime-li, aby tokeny mohly pfedstavovat nejenom
datové hodnoty rozmanitych typu, ale také odkazy (smérniky, ukazatele) na jiné objekty, tj. na jiné sité.
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2. P/T sité a jejich vlastnosti

V této kapitole jsou formalné definovany P/T Petriho sité a exaktnim zptisobem studovény jejich vlastnosti.
Oproti charakteristice z kap.1.3. je pojem P/T sit¢ modifikovan ve dvou bodech:
1. dovoluje se pouzivani inhibi¢nich hran,
2. neuvazuji se kapacity mist (tj. v mistech se mohou nachézet libovolné pocty tokent).
Pokud diéle v této kapitole hovofime prosté o Petriho sitich, mdme tu vzdy na mysli P/T sité s uvedenymi
modifikacemi.
Prva modifikace (zobecnéni) je motivovana tim, Ze zavedeni inhibi¢nich hran podstatné rozsifuje
modelovaci moznosti Petriho siti.
Druha modifikace (specializace) je motivovéana tim, ze uzivani kapacitnich omezeni mist ponékud
komplikuji analyzu Petriho siti a pfitom nikterak nerozsifuji jejich modelovaci schopnost.

2.1. Struktura a dynamika P/T siti

Statickou strukturu Petriho sité popiSeme na tfech urovnich abstrakce jako tzv.:
e  strukturu Petriho sité,
e systém Petriho sité,
e  parametrizovany systém Petriho siti.

Bude-li vsak z kontextu zfejmé na jaké abstrakéni urovni se pohybujeme, pak budeme jednoduse hovorit o
Petriho siti.

Definice 2.1.1:
Struktura Petriho sité (PN-struktura) je pétice <P,T,I,O,H>, kde
o P je koneéna mnofina mist,
e T je kone¢na mnoZina prechodii, TNP={,
e 1, O, H jsou zobrazeni typu T—Py, po fadé tzv. vstupni funkce, vystupni funkce a vstupni inhibi¢ni funkce.
Piipomertime, Ze Py je mnoZina vSech multimnozin nad mnoZzinou P.

Poznamky 2.1.1:

1. PN- strukturu zobrazujeme diagramem, ve kterém mista zndzoriujeme kruznicemi, prechody useckami nebo
obdélniky, vstupni funkce hranami mificimi do pfechodti (pfitom orientované hrany zobrazujici vstupni
inhibi¢ni funkci jsou opatfeny malym krouzkem namisto Sipkou) a vystupni funkce hranami mificimi
z prechodu.

2. Casto je uvazovan specidlni piipad, kdy inhibi¢ni funkce piifazuje véem prechodiim te T prazdnou
multimnozinu z Py;q. V tomto pfipadé neni tfeba inhibi¢ni funkci H v definici struktury PN viibec uvadét.

3. Ddle se budeme pouzivat nasledujici oznaceni:

o It)...... multimnoZzina vstupnich mist pfechodu t
e O)... multimnozina vystupnich mist pfechodu t
e H(t)..... multimnozina inhibi¢nich mist prechodu t

e I(t,p) ..... nasobnost prvku p v multimnozing I(t), nasobnost hrany z mista p do pfechodu t

e O(t,p) ... ndsobnost prvku p v multimnoziné O(t), ndsobnost hrany z pfechodu t do mista p

e H(t,p) ... ndsobnost prvku p v multimnoziné H(t), nasobnost inhibi¢ni hrany z mista p do pfechodu t
o t={peP:I(t,p)>0} ..... mnozina vstupnich mist pfechodu t

e t*={peP: O(t,p)>0} ... mnozina vystupnich mist prechodu t

e °t={peP: H(t,p)>0} ... mnoz. vstupn. inhibi¢nich mist pfechodu t
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o °*p={teT: O(t,p)>0} ... mnozina vstupnich pfechodti mista p
o p*={teT: I(t,p)>0} ..... mnozina vystupnich pfechodi mista p
Poznamenejme, Ze mnoziny °t, t*, °t stejné tak jako mnoziny °p, p* nemusi byt nutné disjunktni.

4. Vstupni, vystupni a inhibi¢ni funkei I,O,H muzeme téz pojimat jako matice L,O,H typu |T|x|P| s prvky
I(t,p), O(t,p), H(t,p). Casto se pouzivaji také matice Pre=IT, Post=0T, C=Post-Pre=0"-1" typu [P[x|T|
- tyto matice nazyvané po fadé zpétnou incidenéni matici (backward incidence matrix), doprednou
incidenéni matici (forward incidence matrix) a incidenéni matici (incidence matrix) Petriho sité.

Definice 2.1.2:
Systém Petriho sité (PN-systém) je Sestice <P, T,1,0,H,M>, kde
e <P,T,I,0,H> je struktura Petriho sité (viz definice 2.1.1),
e M, je zobrazeni typu P—N, tzv. poédteéni znaceni, kde N={0,1,2,...} je mnoZzina pfirozenych cisel.

Poznamky 2.1.2:

1. Zipisem M, (p) rozumime pfirozené ¢islo pfifazené mistu p a fikdme, Ze misto p obsahuje M, (p) tokenii. Je-li
pocet tokent pfifazeny danému mistu maly, zobrazujeme je tu¢nymi teckami uvniti kruznice zobrazujici dané
misto. Je-li pocet tokenti vétsi, vpisujeme do kruznice pfimo ¢islo M(p) .

2. Je-li specidlné My(p)=0 pro vSechna peP, pak PN systém predstavuje pouze PN strukturu.

3. Obecné¢ symbolem M oznacujeme jakékoliv zobrazeni P—N a symbolem M(p) pfirozené Cislo prifazené
timto zobrazenim mistu peP. Znacendi sité 1ze také pojimat jako ndsledujici multimnozinu nad mnozinou mist:

z"pePNI(P)’P =M(p)’p, + M(p,)’p, *+...+ M(p|P|)’p|P|
Definice 2.1.3:

Parametrizovany systém Petriho siti (parametrizovany PN-systém) je osmice
<P,T,I,0,H,PAR,COND,MP>, kde

e <PT1I,0,H> je struktura Petriho sité (viz definice 2.1.1),

e PAR je mnozina parametru,

e COND je mnozina podminek omezujicich obory, které mohou probihat hodnoty parametra,

e  MP je zobrazeni typu P->NUPAR, tzv. poédteéni paramerické znaéenti, piitazujici kazdému mistu bud
pfirozené ¢islo nebo parametr, jehoz hodnota probiha néjakou podmnozinu mnoziny pfirozenych cisel
(podmno zinu vymezenou predikaty z PRED).

Poznamky 2.1.3:

1. Je-li specidlné mnozina parametra prazdna (PAR=0), pak definovani COND nema smyslu a MP se redukuje
na M,,. Parametrizovany systém pak pfedstavuje pouhy systém Petriho sité.

2. Parametrizovany systém je vlastné tfida systému jejichz pocatecni znaceni vyhovuje danym podminkam.
Strukturu Petriho sité mtizeme pak pojimat jako nejobecnéjsi parametrizovany systém
s prazdnou mnozinou podminek (vSechna pocatecni znaceni jsou mozna).

Priklad 2.1.1:

Na obr.2.1.1 je zobrazen jednoduchy parametrizovany PN systém. Predstavuje tiidu PN systému
s pocatecnimi znacenimi: (3,0,0), (2,1,0), (2,0,1). Odmyslime-li si pocatecni znaceni, dostavame PN strukturu.
V tab.2.1.1 jsou zobrazeny vstupni, vystupni a vstupni inhibi¢ni funkce I,O,H ve tvaru matic I(t,p),O(t,p),H(t,p).
Z tabulek napf. vyplyva: I(t;)=2"p,, O(t;)=1"p,*+1°p;, H(t)=1"p,
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) 0 Parametry PAR: 1, s, t
( ¢ 2 U Podminky COND: r+s+1t =3
/H \S A s+t <2
1(r ] - 1, s, t celd, nezdporna
P Q%ﬂ w=2 (t) Poc4tecni znaceni MP: M@pl) =t
t3 p3 M(p2) = s
M(p3) =t
Obr.2.1.1 Parametrizovany PN systém
1 pl p2 p3 (0) pl p2 p3 H pl p2 p3
tl 1 0 0 tl 0 1 0 tl 0 0 0
2 0 1 0 t2 1 0 0 t2 0 0 0
t3 2 0 0 t3 0 0 2 t3 0 0 0
t4 0 0 1 t4 1 0 0 t4 0 1 0

Tab.2.1.1 Vstupni, vystupni a vstupni inhibi¢ni funkce

A7 dosud jsme se zabyvali popisem statiky Petriho siti. Nyni budeme definovat dynamiku Petriho siti, tj.
stanovime pravidla zmény stavu sité. Stav sité je ddn znacenim, tj. pocty tokent v jednotlivych mistech. Zmény
stavu nastavaji v dusledku provadéni prechodii. V daném stavu sité jsou jen nékteré prechody proveditelné.

Dynamika Petriho siti je tedy posana dvéma pravidly:
e pravidlo stanovici podminky proveditelnosti pfechodu (enabling rule),
e pravidlo popisujici zménu stavu sité po provedeni pfechodu (firing rule) .

Definice 2.1.4:

Prechod t je proveditelny (enabled) pii znaceni M (M-enabled) jestlize plati

(Vpe*t) [M(p)21(t,p)] A (Vpe H[M(p)<H(t,p)].

Mnozinu pfechodt proveditelnych pfi znaceni M oznacime E(M). Znaceni M, pfi kterém zadny pfechod
neni proveditelny, tj. pro které plati E(M)=, nazyvame uzamdcenim (deadlock).

Provedeni piechodu t (transition firing), proveditelného pfi znaceni M, vede od znaceni M
k znac¢eni M’ takovému, Ze plati

M’ =M + O(t) - I(t),
M’, M, O(t), I(t) jsou multimnoziny) neboli rozepsano
(VpeP) [M’(p) = M(p) + O(t,p) - I(t,p)],

neboli jesté podrobnéji rozepsano

M’(p) = M(p] pro pe°t A pete,
M’(p) = M(p) - I(t,p) pro pe’t A p&t®,
M’(p) = M(p) + O(t,p) pro pe°t A pet®,

M’(p) = M(p) - I(t,p) + O(t,p) pro pe*t A pet®.

Priklad 2.1.2:

Na obr.2.1.2 a v tab..2.1.2 je ilustrovano pravidlo proveditelnosti (enabling rule) a provedeni prechodu
(firing rule) pro ¢tyfi riznd vychozi znaceni.

Obr.2.1.2 Proveditelnost a provedeni prechodu
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M M’
x=M(p1) y=M(p2) z=M(p3) =M’ (p1) =M’ (p2) =M’"(p3)
6 1 3 1 1 6
5 2 2 0 2 5
2 3 1 nedef. | ... | ...
7 1 o | ... nedef. | ...
Tab.2.1.2 Znaceni pied a po provedeni pirechodu
Poznamky 2.1.4:

1. Skutecnost, ze provedeni (proveditelného) prechodu t vede od znaceni M ke znaceni M’ zapisujeme strucné
M[t>M’ nebo také M >t M”.
a fikdme, zZe znaceni M’ je bezprostiedné dosaZitelné (directly reachable) ze znaceni M.
2. Pfirozenym zobecnénim pojmu provedeni prechodu je pojem provedeni posloupnosti prechodii. Posloupnost
prechodi

.G = t),t@),..t0)
miZe startovat ze znaceni M pravé tehdy, jestlize existuje posloupnost znaceni

L , M =M Map-:Mgeryy = M°

takova, ze i=1,2,...,k plati
_ M [t >M. . _
Tuto skute¢nost oznacujeme M[c>M’ (nebo také M —°M’) a fikdme, Ze znaceni M’ je dosaZitelné (reachable)
ze znaceni M.
3. Vétsinou predpokladame (neni to vsak nutné), ze PN-systém je navrzen tak, ze provedeni dvou riznych
prechodu vede z daného stavu sité k riznym vyslednym stavim, tj.
M[t,>M, A M[t,>M, = M#M,.

Definice 2.1.5:
MnoZina dosaZitelnosti (reachability set) PN-systému <P,T,[,O,H,M> je mnozina RS(M,) definovana
induktivné takto:
e M, eRSM
e MeRSMy) A EteD{M[t>M’} = M’ € RS(M,)
Pokud je M, pevné ddno, budeme psat misto RS(M,) jednoduse RS. Vedle zapisu RS(M,) byva také ¢asto pouzivan
zépis [My>.
Graf dosaZitelnosti (reachability graph) PN systému s mnozinou dosazitelnosti RS(M,)) je hranové
ohodnoceny orientovany graf RG(M,) s ndsledujicimi vlastnostmi:
e RS(M,) je mnozina uzli grafu,
e mnozina hran A grafu je definovana takto:
0 AcCRSxRSxT,
(o] <Mi,Mj,t> eA & Mi[t>Mj ,
M, je pocatecni uzel grafu.
Pokud je M, pevné ddno, budeme psat misto RG(M,)) jednoduse RG.

Priklad 2.1.3:

Na obr.2.1.3 je zobrazen jednoduchy PN-systém. V nésledujici tabulce 2.1.3 je nalezena mnozina
dosazitelnych znaceni. Tabulku vypliujeme po sloupcich zleva doprava. V poslednim fadku této tabulky jsou
uvedeny prechody, které jsou v tom ¢i onom znaceni proveditelné a také naslednd znaceni ke kterym provedeni

prechodt vede. Na zéakladé této tabulky je potom na obr.2.1.4.a zkonstruovan graf dosazitelnosti Petriho sité
(PN-systému).
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PR e
t3 p3 t4

Obr.2.1.3 Jednoduchy PN systém

MO M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
pl 3 2 1 1 0 2 0 1 0 0
p2 0 1 0 2 1 0 3 1 0 2
p3 0 0 2 0 2 1 0 1 3 1
t1->M1 | t1->M3 [ t1->M4 | t1->M6 | t2->M2 | t1->M7 | t2->M3 | t1->M9 | t4->M2 | t2->M7
t->M t3->M2 | t2->MO | t4->M5 | ©2->M1 t3->M8 t2->M5
t3->M4 t4->MO

Tab.2.1.3 Mnozina dosazitelnych znaceni

t4 t4
MO t3 M2 t4 M5 t3 M8
(3,0,0) (1,0,2) 2,0,1) (0,0,3)
tl t1 tl
2 2 2
Ml t3 M4 M7
2,1,0) (0,1,2) (1,1,1)
t1 0 tl o
M3 M9
(1,2,0) (0,2,1)
tl
t2
M6 . . .
(0,3,0) Obr.2.1.4.a Graf dosazitelnosti PN systému z obr.2.1.3
Poznamky 2.1.5:

1. Na mnoziné vSech moznych znaceni dané Petriho sité¢ zavedeme ndsledujici bindrni relace:
- MoM’ <y AteT) {(M[t>M’}
—" : n-td mocnina relace —
—7* : tranzitivni uzavér relace —
—" : reflexivné tranzitivni uzavér relace —
< MM’ <4 (VpeP)[M(p)<M’(p)] ... znaCeni M’ pokryvd (cover) znaeni M
<:M<M’ < M<M’ A (3peP)[M(p)<M’(p)] ... znaceni M’ osti‘e pokryvd (strictly cover)
znaceni M
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Zapisem RS(M) nebo také [M>) oznacujeme mnozinu znaceni dosazitelnych z libovolného (pfedem zadaného)
znaceni M:

RSM) = {M’: (FoeT")[(M[c>M’]}
Misto RS(M) budeme casto psat pouze RS, nehrozi-li nebezpeéi nedorozuméni.
Induktivni definice mnoziny dosazitelnosti RS(M,)) predstavuje vlastné algoritmus konstrukce této mnoziny. Po
stupujeme v téchto krocich:

(1) Polozime X={M,}.

(2) Pridame k mnoziné X vsechna znaceni, ktera jsou bezprostfedné dosazitelnd ze znaceni, kterd jsou jiz

v X obsazena.

(3) Zvétsila-li se mnozina X v kroku (2), pak se krok (2) opakuje. V opa¢ném pfipadé je RS(M,)=X.
Grafickym zobrazenim popsané konstrukce mnoziny dosazitelnosti je tzv. strom dosaZitelnosti (rechability
tree). Strom dosazitelnosti PN-systému z obr.2.1.3 je zobrazen na nasledujicim obrazku 2.1.4.b. Porovnejte
grafy z obrazk 2.1.4.a-b zobrazujici dosazitelné stavy RS(M,) (graf dosazitelnosti RG(M,) a strom
dosazitelnosti RT(M,)) a naleznéte jak lze jeden pfevést v druhy.

t3

Obr. 2.1.4.b Strom dosazitelnosti PN-systému z obr. 2.1.3

Mnozina dosazitelnych znac¢eni mize byt nekonecnd (mnozina X se v kazdém kroku zvétSuje). To odpovidd
situaci, kdy néktera mista v siti mohou neomezené zvétSovat pocet tokentl v nich obsazenych. V tomto piipadé
je nekonecny i graf dosazitelnosti. Tento nekone¢ny graf mize byt reprezentovan s jistou ztratou informace, ale
konecnym zpiisobem, pomoci tzv. stromu pokryti (coverability tree), ktery vznikne ze stromu dosazitelnosti
vypusténim téch znaceni (tj. odpovidajicich vrchola stromu), ktera pokryvaji nékteré jiné znaceni.
Graf dosazitelnosti PN systému je reprezentaci ¢aste¢ného kone¢ného (nebo i nekonec¢ného) automatu, kde

0 M, je pocatecni stav,

0 RS =RS(M,) je mnozina stavi,

0 T je vstupni abeceda,

O prechodovd funkce J je Castecné zobrazeni RS x T — RS definované takto:

S(M,t) =M’ & M[t>M’
Zobecnénd pfechodovd funkce 5 je ¢astecné zobrazeni RS x T* — RS definované induktivné takto:
0 0d(M,e) =M, kde e je prazdné slovo nad T,
o] 6*(M,t0) = 6*(8(M,t),c), kde o je libovolné slovo nad T.
Slovo o pro které je definovana prechodova funkce 8*(M0,G), nazyvame vypocetni posloupnosti PN-systému
(firing sequence, occurrence sequence). Mnozina vSech vypocetnich posloupnosti charakterizuje chovani
PN systému, podobné¢ jako mnozina vSech dosazitelnych znaceni PN systému charakterizuje mnozinu vsech
jeho stavu).
Poznamenejme, ze je-li posloupnost prechodi ¢ vypocetni posloupnosti daného PN-systému, pak

také kazdy pocatecni usek posloupnosti ¢ je jeho vypocetni posloupnosti. Kazda vypocetni
posloupnost PN-systému je v grafu dosazitelnosti jednoznacné zobrazena orientovanou cestou
vychézejici z pocate¢niho vrcholu.
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Priklad 2.1.4:

Na obr.2.1.5 je zobrazen PN systém s nekone¢nou mnozinou dosazitelnych znaceni. Na obr.2.1.6 je
zobrazen nekonecny graf dosazitelnosti tohoto systému. Strom pokryti sestava v tomto piipadé z jediného vrcholu

(1, ), kde o predstavuje libovolné nezaporné celé cislo.
pi t1 p2 t2

O

Obr.2.1.5 PN systém s nekonecnou mnozinou dosazitelnosti

tl t1 t1 t1
Cao D= Can = Cap 1= —Cay )
t2 t2 t2 t2

Obr.2.1.6 Graf dosazitelnosti pro PN systém z obr.2.1.5

Priklad 2.1.5:
Na obr.2.1.7 jsou ukdzany zptisoby testovani poctu tokent v misté.
p t
Obr. a Q n+l H O Prechod t je proveditelny, je-li M(p)>n

t
Obr. b 8)11?:'—)@ Prechod t je proveditelny, je-1i M(p)=n
n+

Obr.2.1.7 Modelovani testa

V dalsim zobecnime pojem proveditelnosti pfechodu zavedenim pojmu stupné proveditelnosti prechodu. T
o nam umozni definovat na mnoziné vSech prechodt PN systému, proveditelnych pfi daném znaceni M, tyto relace:

e prechody jsou v konfliktu

e prechody jsou soubézné

e prechody jsou v kauzdlni zavislosti

e prechody se vzdjemné vylucuji

Definice 2.1.6:
Stuperii proveditelnosti (enabling degree) ED(t,M) pfechodu t pii znaceni M, je pfirozené cislo k
udévajici kolikrat je pfechod t proveditelny pfi znaceni M.
Je-1i mnozina vstupnich mist prechodu je disjunktni s mnozinou vystupnich mist (tj. tNt°*=0) lze
skute¢nost ED(t,M) =k vyjadfit formuli predikatové logiky:

V(pe't) [M(p) 2 kI(t,p)] A Fpe)[M(p) < (k+1).I({t,p)] A (Vpe°H[M(p)< H(t,p)].

Uvazujme dva riizné pfechody t;, ty PN-systému. Pfechod t; je v efektivnim konfliktu (effective conflict)
s prechodem ty pfi znaceni M, jestliZe plati
M[t;>M’ A ((ED(t,M’)< ED(t},M) ).
Skutecnost, Ze prechod t; je v efektivnim konfliktu s pfechodem ty pfi znaceni M oznacujeme relaénim zdpisem
HECM)ty.
Piechody t;, ty jsou ve strukturnim konfliktu (structural conflict), jestlize maji spole¢né vstupni misto.
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Poznamky 2.1.6:

1. Proveditelny prechod je pfechod se stupném proveditelnosti n > 1. Neproveditelny pfechod ma stupen
proveditelnosti rovny 0.

2. Konflikt je je situace, pfi které provedeni jednoho piechodu snizuje stupen proveditelnosti druhého prechodu.
Konflikt (efektivni) je symetricky, jestlize provedeni kteréhokoliv ze dvou pfechodl sniZuje stupen

proveditelnosti druhého prechodu. Konflikt je asymetricky, jestlize provedeni jednoho pfechodu snizuje stupen
proveditelnosti druhého prechodu, ale nikoliv naopak.

Priklad 2.1.6:
Na obr.2.1.8 jsou zobrazeny typické priklady (efektivnich) konfliktd mezi dvéma prechody:
a) symetricky konflikt
b) asymetricky konflikt podminény strukturou sité
c) asymetricky konflikt podminény zna¢enim sité (napf. pro znaceni M: 2°p,+3’p+1’p, se stdva konflikt
symetrickym)

_~ ED(t1,M) = 3, ED(t2) = 3
Obr. 2 P /U / t1 EC(M) t2 a soucasné t2 EC(M) tl
’ N symetricky konflikt
t2 —~ provedeni t2 snizuje stupen proveditelnosti t1
) provedeni t1 snizuje stupen proveditelnosti t2
%{j ED(tL,M) = 1, ED(2) = inf
Obrb P t1 EC(M) 12, ale nikoliv £2 EC(M) t1
’ = asymetricky konflikt: asymetrie v dasledku struktury
—~ provedeni t2 nesniZuje stupen proveditelnosti t1
©2 \_/ provedeni t1 znemoznuje provedeni t2
tl
p};;;) I () ED(t1,M) = 2, ED(t2) = 1
p- /U t2 EC(M) t1, ale nikoliv t1 EC(M) t2
Obr.c (°°) asymetricky konflikt: asymetrie v disledku znaceni
2;\'7 0 provedeni t2 snizuje stupen proveditelnosti t1
P : ] () provedeni t1 nesnizuje stupen proveditelnosti t2
N N4
Definice 2.1.7:

Piechody t;, ty nazyvame soubéZné (concurrent) pfi znaceni M, jestlize
ti,t €EMM) A — (GECM)ty) A —(t ECM)L;).
Poznamka 2.1.7:

Piechody t;, tj jsou pfi znaCeni M soubézné, jestliZe jsou oba proveditelné pii znaceni M a pfitom nejsou
v konfliktu.

Priklad 2.1.7:
Na obr.2.1.9 je zobrazena Petriho sif se dvéma soubéznymi aktivitami (pfechody) ty,t.
pl tl p3
() il 0
v I >
prechody t1, t2 jsou soubézné:
- oba jsou proveditelné
2 ) pd - nejsou v konfliktu
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Obr.2.1.9 Soubézné ¢innosti

Priklad 2.1.8:

Na obr. 2.1.10 je zobrazena situace ve které je soubéZnost pfechodi t;,t, kombinovéna s konfliktem
prechodd t,,t;. Pfi znaceni zobrazeném na obrazku jsou piechody t;,t, soubézné, pfesto vSak zalezi na tom, ktery z
nich bude proveden jako prvni. Takovou situaci nazyvame konfiizi (confusion). Bude-li totizZ proveden jako prvni
piechod t;, potom t, je v konfliktu s t5, kdezto bude-li jako prvy proveden piechod t,, potom Zadny konflikt
nevznika.

1 tl p3

]
U 3 5
: H /\E) Obr.2.1.10. Konfuze
Definice 2.1.8:

O pfechodech t;, ty fikdme, Ze jsou v kauzdlnim vztahu (causal connection) pfi znaceni M a zna¢ime
t;,CC(M)ty , jestlize

M[ti>M’ = ED(tk,M’) > ED(tk,M).
Poznamka 2.1.8:

Piechod t; je je v kauzdlnim vztahu s pfechodem t,, jestlize provedeni prechodu t; zvySuje stupefi
proveditelnosti pfechodu t;..

V Petriho siti zobrazené na obr.2.1.10 provedeni pfechodu t; umoziiuje provedeni pfechodu t;, tj.
t;CC(M)t3. Zménime-li znaCeni na M=p,+2’p,+ps, pak piechod t; je rovnéz v pfi¢inném vztahu s pfechodem t,
nebot zvySuje stupen proveditelnosti pfechodu t; z 1 na 2. Naproti tomu pfi zna¢eni M=p, +p,+p; provedeni
prechodu t; nezvysuje stupen proveditelnosti t;, tj. — t;CC (M)t5.

Definice 2.1.9:
O piechodech t;, ty fikdme, Ze se vzdjemné vylucuji (transitions are mutually exclusive), jestlize
—(AMeRSM)))[t;cEM) A tgeEM)].
O mistech p;,py fikame, Ze se vzdjemné vylucuji (places are mutually exclusive), jestlize
~EMERSMg)IM(p))>0 A M(py)>0].

Poznamka 2.1.8:

Dva prechody se vzajemné vylucuji, jestlize neexistuje znaceni (dosazitelné z pocatecniho znaceni) pri
kterém by oba prechody byly soucasné proveditelné. Dvé mista se vzajemné vylucuji, jestlize neexistuje znaceni
(dosazitelné z pocatecniho znaceni) pfi kterém by obé mista méla soucasné nenulova znaceni. Relace vzajemné
vylucnosti, na rozdil od dfive diskutovanych relaci (konfliktu, soubéznosti, konfuze a kauzédlniho vztahu), neni relaci
vztahujici se k jednotlivému konkrétnimu znaceni PN systému, ale relaci vztahujici se ke v§em moznym
dosazitelnym znacenim PN systému.
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2.2. Vlastnosti a stavova analyza P/T siti

V této kapitole jsou vyjmenovany nejdalezitéjsi vlastnosti Petriho siti (PN-struktur, PN-systému,
parametrizovanych PN-systému), které jsou vyznamné pfi studiu diskrétnich systému modelovanych Petriho sitémi.
Dale je pojedndna zakladni metoda ovérovani téchto vlastnosti - metoda stavové analyzy.

Definice 2.2.1:

Znaceni M’ je dosaZitelné (reachable) ze znaceni M, jestlize existuje posloupnost prechodt o, kterd je
proveditelna ve znaceni M a ktera prevadi Petriho sit ze znaceni M do znaceni M, tj.
(Fo,, €T*)[ M[o)> M’ ].
Znaceni M Petriho sité¢ <P, T,1,0,H,M > se nazyva vZdy dosaZitelnym (home state marking), jestliZe je
dosazitelné z kazdého dosazitelného znaceni, tj. plati-li
(YM’eRS(M,))[ MeRS(M’)].
Pripomenme, ze RS(M) je mnozina vsech znaceni dosazitelnych ze znaceni M, tj.
RS(M)={M’: (F0,,€T*)[M[c,,>M’].
PN-systém <P, T,I,0,H,M > se nazyva reversibilni (reversible), je-li po¢ate¢ni znaceni vzdy dosazitelné, tj.
plati-li
(YMeRS(My))[ MyeRS(M)].

Poznamky 2.2.1:
1.V reversibilnim systému je libovolné dosazitelné znaceni dosazitelné z libovolného dosazitelného znaceni:
(YM’eRS(M))[ MeRS(M’)]

2. Typickym problémem analyzy Petriho siti je problém dosaZitelnosti (reachability problem): je dan PN-systém a
znaceni M a ptdme se, zda znaceni M je dosazitelné, tj. zda plati M eRS(M).

3. Zobecnénim problému dosazitelnosti je problém pokryti (coverability problem): je dan PN-systém a znaceni M
a ptdme se, zda existuje dosaZiteIné znaceni, které znaceni M pokryva, tj. zda existuje znaceni M’ eRS(M,))
takové, ze M<M’.

Definice 2.2.2:
PN-systém <P, T,I,0,H,M > se nazyva systémem bez uzaméeni (deadlock-free), jestlize z poc¢atecniho
znaceni M neni dosaZitelné Zadné znaceni ve kterém neni Zddny prechod proveditelny, tj. plati-li
—(3IM eRS(My)[E(M)=].
Pripomenme, ze E(M) je mnozina vSech prechodu proveditelnych pii znaceni M.

Poznamky 2.2.2:
1.  Existence uzamceni je nékdy zadouci a jindy nezadouci. Jestlize napf. PN-model popisuje program, o kterém
se predpoklada, ze skonci, pak je nejen zadouci, aby uzamceni v systému existovalo, ale také aby bylo vzdy
(tj. ze vsech znaceni) dosazitelné. Jestlize PN-model popisuje program nepretrzité bézici v realném case (napf.
operacni systém), pak je nepfijatelné, aby obsahoval uzamceni.
2. Jestlize PN-systém obsahuje uzamceni, pak:
PN-systém je reverzibilni <> pocdtecni znaceni je uzamcenim.
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Definice 2.2.3:

Prechod t je mrtvy pri znaceni M, jestlize pfechod neni proveditelny v Zadném znaceni dosazitelném ze
znaceni M, tj. plati-1i
(YM’e[M>) [-M’ [t>], neboli: (VM’cRS(M) [tzE(M)].
Prechod t je Zivy pii znaleni M, jestlize neni mrtvy v zadném znaceni dosazitelném ze znaceni M, tj.
plati-li
(YM’e[M>) (IM*’ e [M’>) [M’’[t>], neboli: (VYM’eRS(M) (IM’’ e RS(M’) [teE(M”’)].
Prechod t je v daném PN systému mrtvy, je-li mrtvy pfi poc¢atecnim znaceni, tj. plati-li
(YMe[M,>) [-M[t>], neboli: (VM eRS(M,) [tzE(M)].
Piechod t je v daném PN systému Zivy, je-li zivy pfi poCatecnim znaceni, tj. plati-li
(YMe[M,>) (IM’ e [M>) [M’[t>], neboli: (YMeRS(M,))(IM’ eRS(M))[teE(M’)].
PN systém je mrtvy, jsou-li vSechny jeho prechody mrtvé,
(VteT) (VM e[My>) [-M[t>], neboli: (VteT)(VYMeRS(M,) [tE(M)].
PN systém je Zivy, jsou-li vSechny jeho prechody zivé, tj. plati-li
(VteT)(YMe[M,>) (IM’ e [M>) [M’[t>], neboli: (¥t eT)( VM eRS(M,))(IM’ eRS(M))[t cE(M’)].

Poznamky 2.2.3:

1. PN-systém je zivy, jestlize pfi vyvoji systému zadny prechod nikdy neztraci moznost, Ze bude nékdy
v budoucnu znovu proveden.

2. Pro kazdou PN-strukturu 1ze definovat odpovidajici PN-systém, ktery neni zivy. Napi. volbou nulového
pocétecniho znaceni, které kazdému mistu prifazuje nulovy pocet tokend.

3. Obsahuje-li PN-systém aspon jeden zivy pfechod, pak neobsahuje uzamceni. Na druhé strané neexistence
uzamceni nezarucuje zivost PN-systému.

4. Pojem zivosti pfechodu v PN-systému lze zobecnit: prechod t PN-systému je k-Zivy (k-live), jestlize z kazdého
dosazitelného znaceni je dosazitelné znaceni ve kterém je prechod ¢ alespon k-proveditelny, tj. plati-li

(VM eRS(M))(IM’ eRS(M))[ED(t, M’)>k].

Prechod je zivy, je-li 1-zivy.

5. Definici zivosti PN-systému je mozné formulovat také takto: z kazdého dosazitelného znaceni je mozné spustit
vypocetni posloupnost obsahujici v§echny piechody.

Definice 2.2.4:

Misto p PN-systému se nazyvd k-omezené (k-bounded), jestlize pro kazdé dosazitelné znaceni je pocet
tokent v tomto misté nanejvyse rovny £, tj.
(YMeRS(M))[M(p)=<k].
PN-systém se nazyvd k-omezeny, jestlize vSechna jeho mista jsou k-omezena, tj. plati-li
(VpeP)(VYMeRS(My))[M(p)=k].
PN-systémy se nazyvaji bezpeénymi (safe), jestlize jsou 1-omezené.

Poznamky 2.2.4:

1. Dilezitym dasledkem omezenosti PN-systému je konecnost jeho stavového prostoru (mnoziny vSech
dosazitelnych znaceni). Je-li |P| pocet mist k-omezeného PN-systému, pak pocet stavil (znaceni) nemtze
piesahnout ¢islo (k+1)I7,

2. Omezenost, Zivost a reversibilita jsou navzajem nezavislé (ortogondlni) vlastnosti. VSech 8 kombinaci téchto
vlastnosti je moznych - viz priklad 2.2.1.

3.V naprosté vétsiné pfipadli pozadujeme omezenost PN-modeld. Bezpecnost pozadujeme tehdy, kdy vSechna
mista modeluji logické podminky.

Definice 2.2.5:

Dvé mista p, p’ se navzdjem vyluéuji (are mutually exclusive) v PN-systému, jestlize nemohou soucasné
obsahovat kladny (nenulovy) pocet tokent, tj. jestlize plati:
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(VM RS(My))[M(p)-M(p*)=0].
Dva prechody t, t’ se navzdjem vyluéuji (are mutually exclusive) v PN-systému, jestlize nikdy nemohou
byt soucasné proveditelné, tj. jestlize plati
(VM eRS(M,))[—~(teE(M) At eE(M))].

Priklad 2.2.1:

Na nésledujicich obrézcich 2.2.1-8 jsou zobrazeny PN-systémy se vSemi moznymi kombinacemi vlastnosti

omezenosti, Zivosti a reverzibility.
C I o P
N U \_/

Obr.2.2.1. Omezeny, zivy a reverzibilni PN-systém

- ‘PN—systém \ Graf dosaZitelnosti

Obr.2.2.2. Omezeny, zivy a nereverzibilni PN-systém

prechod t3
3 je mrtvy

/ﬂi /HK
B —p2 pP3— VY t2 t4_
% T > . ;% ) (o4 M1 MO £y M2 M3
— - £3 \H/\ t1 ts5

t1 PN-systém t5 Graf dosaZitelnosti PN-systému.

M(p1)+M(p3)=1
0<=M(p2)<infinitum

Provedeni t1 zvétSuje pocet tokenl v p2
Provedeni t2 zmens$uje pocet tokenl v p2

Obr.2.2.5. Neomezeny, zivy a reverzibilni PN-systém
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é ;’;( ) _M(p2) -> infinitum
pl tl p2 P

Obr.2.2.6. Neomezeny, zivy a nereverzibilni PN-systém

Pfechod t4 je mrtvy

M(p1)+M(p3)=1
0<=M(p2)<infinitum

Provedeni t1 zvétSuje pocet tokenl v p2
Provedeni t2 zmenSuje pocet tokent v p2

Po provedeni t1: - t1 se stava mrtvym
p3 - M(p2)=1
- M(p3) neomezeni roste

Obr.2.2.8. Neomezeny, nezivy a nereverzibilni PN-systém

Metoda stavové analyzy PN-systému <P, T,I,0,H,M > se zakldda na konstrukci mnoziny dosazitelnych
znaceni RS(M) a grafu dosazitelnosti RG (viz definice 2.1.5 a pozndmky 2.1.5). Algoritmus konstrukce grafu
dosazitelnosti je jednoduchy a byl popsan v poznamce 2.1.5.3. V dalsim budeme predpokladat, ze algoritmus
konstrukce grafu RG ukonéi svou préci po konecném poctu kroki a ze tedy mnozina RS(M,) i graf RG jsou
konecné. V opacném pripadée (existuje nekonecna mnozina znaceni - stavi sité) nema vétsinou analyzovany
PN-systém prakticky vyznam.

Méme-li popsan PN-systém grafem dosazitelnosti, redukuje se problém analyzy PN-systému na problém
analyzy orientovaného grafu - jak ukazuje nasledujici véta:

Véta 2.2.1:

(1) Znaceni M’ je v PN-systému dosazitelné ze znac¢eni M. <> V grafu RG vede orientovana cesta z uzlu M
do uzlu M.

(2) Znaceni M je v PN-systému vzdy dosazitelnym stavem. <> Z kazdého uzlu grafu RG vede orientovana cesta

do uzlu M.
(3) PN-systém <P,T,1,0,H,M,> je reversibilni. < V grafu RG vede z kazdého uzlu orientovand cesta do uzlu M,

< V RG grafu vede orientovana cesta z kazdého uzlu do kazdého (tj. graf RG je silné souvisly).
(4) PN-systém neobsahuje uzamceni. << V RG grafu neexistuje uzel, ze kterého by nevedla zadna hrana.
(5) PN-systém je zivy. < Pro vSechny koncové (findlni) siln¢ souvislé komponenty RG grafu plati: kazdy pfechod
ohodnocuje aspon jednu hranu komponenty.

(6) PN-systém je omezeny. <> Graf RG je konecny.

Dukaz:

Vsechna tvrzeni vyplyvaji ihned z porovnani definic jednotlivych vlatnosti PN-systémii a definice
RG-grafu.

Poznamky 2.2.5:

1. Metoda stavové analyzy, zaloZzend na konstrukci grafu dosazitelnosti, je v principu jednoducha metoda, ktera
umoziuje snadno zjistit vSechny dilezité vlastnosti PN-systémt. V mnoha praktickych pfipadech vSak byva



Markl: Viastnosti a analyza P/T siti /nnpn22.doc/ Strana 5

mnozina RS(M) natolik pocetnd, Ze paméfova a ¢asovd ndrocnost konstrukce a nasledného studia RG-grafu
presahuje pfijatelné meze.

2. Podrobnéjsi prohlidka grafu dosazitelnosti umoznuje také identifikovat vzajemnou vyluénost mist, vzajemnou
vylucnost pfechodu, znaceni pii kterych vznikaji efektivni konflikty a néktera dalsi fakta o situacich pfi evoluci
PN-systému.

Priklad 2.2.2:

PN-systém z piikladu 2.1.2 zadany diagramem z obr.2.1.2 a s grafem dosazitelnosti RG zobrazenym na

obr.2.1.3 je podle véty 2.2.1:

reversibilni, nebot z kazdého uzlu grafu RG vede orientovana cesta do uzlu M, a tedy také do kazdého jiného
uzlu (graf RG je silné souvisly),

bez uzamceni, nebot v RG neexistuje uzel, ze kterého by nevedla zadna hrana,

zivy, nebot graf RG je siln€ souvisly a kazdy prechod PN-systému je ohodnocenim aspon jedné hrany

grafu RG,

omezeny, protoze graf RG je konecny.

Z hodnot souradnic dosazitelnych znaceni (viz obr.2.1.3 nebo tab.2.1.2) vyplyva, ze systém je:
3-omezeny,
konzervativni s invariantem znaceni: m + m, + mz = 3.

Priklad 2.2.3:

Na obr.2.2.9 je diagramem zadan PN-systém, jehoz vlastnosti jsou dale zjisfovany.

Obr.2.2.9. PN-systém s uzamcéenim

Nejdiive je v tab.2.2.1 nalezena mnozina dosazitelnych znaceni a pak je na zaklade této tabulky

konstruovan graf dosazitelnosti - obr.2.2.9.

MO M1 M2 M3
M(pl) 1 0 0 0
M(p2) 0 1 0 1
M(p3) 0 1 0 0
M(p4) 0 0 1 0
M(p5) 0 0 1 1
t—>M t1->Ml1 2—>M2 t4—>M3 —

t5—>MO
Tab.2.2.1

Obr.2.2.10.
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Z grafu dosazitelnosti na obr. 2.2.10 vyplyvaji na zdkladé véty 2.2.1 nésledujici vlastnosti PN-systému:
e PN-systém neni reversibilni, nebot ze zna¢eni M3 neni dosazitelné pocatecni znaceni MO (RG neni silné
souvisly),
e  PN-systém obsahuje uzamceni M3, nebot z uzlu M3 nevychazi zadn4 hrana,
e  PN-systém neni zivy, nebof obsahuje uzamceni.
e  PN-systém je omezeny, protoze graf dosazitelnosti je konecny.
e Ztabulky 2.2.1 vyplyva, ze PN-systém je 1-omezeny, tj. bezpecny.

Definice 2.2.5:

Vlastnosti, které jsme zavedli pro PN-systémy muzeme vztahovat také na parametrizované
PN-systémy: Parametrizovany PN-systém <P,T,1,0,H,PAR,COND,MP> ma danou vlastnost (je reverzibilni, zivy,
omezeny, bezpecny,...), jestlize tuto vlastnost ma kazdy PN-systém, ktery vznikne z parametrizovaného PN-systém
dosazenim konstant za parametry z PAR spliujicim podminky COND.

Nekdy zavedené vlastnosti PN-systému vztahujeme také na PN-struktury a to ve dvojim rizném smyslu:
1) PN-struktura <P, T,1,0,H> ma danou vlastnost, jestlize bud existuje pocatecni znaceni M, takové, ze
PN-systém <P, T,I,0,H,M,> tuto vlastnost ma, a nebo 2) PN-systém tuto vlastnost ma pro vSechna mozna pocatecni
znaceni PN-systému.

Definice 2.2.6:

Strom dosaZitelnosti (reachability tree) daného PN-systému (RT graf) je grafova reprezentace mnoziny
RS(M,)) daného PN-systému spolu s relaci bezprostfedni dosaZitelnosti mezi prvky této mnoziny. Tato grafovd
reprezentace je typu strom a jeji konstrukce probihd podle induktivni definice mnoziny RS(M,)) - viz definice 2.1.5.
Konstrukce kazdé vétve stromu je ukoncena, jakmile koncovy uzel vétve ma znaceni shodné se znacenim nékterého
piedchoziho (dfive ustanoveného) uzlu (vcetné kofenu M) .

Graf dosaZitelnosti (reachability graph) daného PN-systému (RG graf) je definovan v definici 2.1.5.

RG graf vznikne z RT grafu odstranénim koncovych zdvojenych uzli a jejich ndhradou zpétnymi hranami
dvojnikim.

Strom pokryti (coverability tree) daného PN-systému (CT graf) je zobecnéni pojmu RT grafu, které
umoznuje kone¢nou grafovou reprezentaci PN-systému a to i v pfipadé, kdy PN-systém je neomezeny a mnozina
dosazitelnych znaceni RS(M,)) nekone¢na. Toho se dociluje rozkladem nekonecné mnoziny RS(M,) na kone¢ny s
ystém tfid takovy, Ze v kazdé tiidé se nachazeji vsechna znaceni, ktera jsou pokryta (dominovana) néjakym shora
neomezenym znacenim (tj. znacenim vyznacujicim se tim, Ze v jednom nebo vice mistech se mize vyskytovat
neomezeny pocet tokentl). Presna definice CT grafu je dana algoritmem jeho konstrukce - viz poznamky 2.2.6,
bod 4.

Graf pokryti (coverability graph) daného PN-systému (CG graf) je alternativni zobrazeni stromu pokryti,
které ziskame ze stromu pokryti stejnym zpisobem jako graf dosazitelnosti ze stromu dosazitelnosti, tj. odstranénim
dublujicich koncovych uzli a jejich ndhradou zpétnymi hranami k uzlim dublovanym.

Poznamky 2.2.6:

1. RT graf a RG graf jsou dvé navzdjem ekvivalentni reprezentace mnoziny dosazitelnych znaceni
RS(M ) daného PN-systému a relace dosazitelnosti mezi prvky této mnoziny. Tyto reprezentace jsou
nekonecné v piipadé neomezenych PN-systému.

2. CT graf a CG graf jsou dvé navzdjem ekvivalentni reprezentace mnoziny dosazitelnych znaceni
RS(M ) daného PN-systému a relace dosazitelnosti mezi prvky této mnoziny. Tyto reprezentace jsou
vzdy kone¢né (tj. i v pfipadé neomezenych PN-systémit).

3. CT a CG grafy jsou zobecnénim RT a RG grafti. V pfipadé omezenych PN-systému prechazi CT a CG
grafy automaticky v RT a RG grafy. Ttidy rozkladu mnoZiny RS(M,) jsou pak jednoprvkové.

4. Uvedeme konstruktivni definici stromu pokryti (CT grafu). Nejprve pripomenme nékolik pojm.

Znaceni PN-systému je dano vektorem M=( My, My,....Mpy), kde |P| je pocetnost mnoziny mist P.
Znaceni M dominuje (pokryvd) znaceni N=(n plsnlypy ), jestlize
(Vi) [mzn;] A () [m>n;] .
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Jestlize pocet tokentd v misté p; miiZe nabyvat libovolné velkych hodnot, pak klademe m;= .
Pro pocitani se symbolem m, symbolizujici nekone¢no, plati:
(Vk) otk = 0 = k], (Vk)[ w>k], kde k je celé nezaporné ¢islo.

Konstrukce stromu pokryti (CT grafu) daného PN-systému.
(1) Kofenem stromu ustanovime pocate¢ni znaceni M,
(2) Pro kazdé nové ustanovené znaceni M provedeme
(@) Je-li E(M)=4 (tj. neni-li ve znaceni M proveditelny zadny prechod, M je uzamcenim), pak M je
terminalnim uzlem (listem) stromu.
(b) Je-li E(M)=&, pak pro vSechna t €E(M) nalezni bezprostredné nasledujici uzly uzlu M (se znacenimi
M) podle téchto pravidel:
(i) Jestlize m;=w pro n&jaké ie{1,2,...,|P|}, pak také m’;= .
(ii) Jestlize v dosud vytvofeném stromé na cest¢ od kofene (tj. uzlu M, a véetné uzlu M) do uzlu
M’ existuje uzel N, ktery je dominovén (pokryt) uzlem M’, pak poloZ m’;j=® pro vSechna
i€{1,2,...|P|} takovd, ze m’;>n,;.
(iii) Jinak znaceni nového uzlu M’ vypocti obvyklym zptisobem podle pravidla provedeni
ptechodu (firing rule), M/t>M .
(3) Rozsifovani stromu se ukon¢i, jakmile vechny koncové uzly jsou bud uzaméenim (dead) a nebo se na své
vétvi stromu vyskytuji jiz po druhé (dupl. - duplicated).

Priklad 2.2.4:

Budeme analyzovat vlastnosti PN-systému zobrazeného na obr. 2.2.11.a. Je zfejmé, Ze PN-systém je
neomezeny: opakovanym provadénim prechodu t3 roste neomezené pocet tokenit v misté p2. Provedenim pfechodu
t1 se nevratné méni rezim inkrementace poctu tokend v misté p2 v rezim dekrementace. Opakované provadéni
prechodu t2 dekrementuje pocet tokenti v misté p2 az na nulu, kdy dochazi k uzamceni systému.

P2 | ) tl
7
a) PN-systém b) RG graf PN-systému (nekonecny)

Obr. 2.2.11

Na obr. 2.2.11.b je nakreslen graf dosazitelnosti pro dany PN-systém. Uzly grafu jsou oznaceny vektorem
(my,my,m5), zkrdcen& m;m,ms, oznacujici znaceni PN-systému (pocty tokentl v mistech p;,p,,p3). MnozZina uzl
RG grafu (mnozina dosazitelnych znaceni) je nekone¢nd. Na obr. 2.2.12 je zobrazen strom pokryti (CT) a graf
pokryti (CG) téhoz PN-systému. Pocet uzli téchto grafu je kone¢ny. Symbol ® na misté souradnice ve vektoru
znaceni M=(my,m,,m3) oznacuje, ze v piisluSném misté pocet tokenti miiZe nabyvat libovolné¢ velkych hodnot.
Znaceni (1,®,0) pfedstavuje nekonecnou tfidu znaceni {(1,1,0), (1,2,0), (1,3,0), ...} a znaceni (0,®,1) nekonecnou
tfidu znaceni {(0,1,1), (0,2,1), (0,3,1), ...} - porovnej obr. 2.2.11.b a 2.2.12.b. Dokonce i pocate¢ni znaceni (1,0,0) a
koncové (deadlockové) znaceni (0,0,1) 1ze zahrnout do prvé resp. druhé tiidy.
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dead

a) CT graf PN-systému  b) CG graf PN-systému (kone¢ny)
Obr. 2.2.12

dupl.

Analyzou CG grafu PN-systému lze stanovit vlastnosti PN systému:
1. CG graf obsahuje znaceni se symbolem @ = PN-systém je neomezeny.
CG graf obsahuje uzel z néhoz nevychazi zadna hrana (se znacenim (0,0,1)) = PN-systém obsahuje uzamceni
(deadlock).
3. PN-systém obsahuje uzaméeni = PN-systém neni Zivy.
4. Do pocétecniho uzlu nevede orientovana cesta z zadného jiného uzlu CG grafu = PN-systém neni reverzibilni.
5. Do uzlu zobrazujiciho deadlock vede orientovana cesta ze vsech uzli CG grafu = deadlockovy stav (znaceni)
PN-systému je vzdy dosazitelny.
6. Vsechna dosazitelnd znaceni PN-systému jsou tvaru (1,k,0) nebo (0,k,1) k=0,1,2, ...
7. 'V pocéatecnim znaceni lze spustit sekvenci prechodii obsahujici v§echny prechody z mnoziny prechoda T =
PN-systém neobsahuje zadny mrtvy prechod.
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2.3. Strukturni analyza P/T siti

Odhlédneme-1i u PN-systému od pocate¢niho znaceni, ziskdme bipartitni orientovany multigraf, ktery
popisuje statickou strukturu Petriho sité¢ (PN-strukturu). Studium PN-struktur je zajimavé z toho divodu, Ze vSechny
vlastnosti Petriho siti dokazané pouze na zdklad¢ struktury jsou platné pro vSechny PN-systémy, které 1ze ziskat
z PN-struktury pfidanim libovolného pocétecniho znaceni.

K strukturni analyze se uchylujeme zejména v piipadech, kdy selhava stavova analyza Petriho siti zalozena
na pojmu grafu dosazitelnosti. K takovému selhani dochdzi ve dvou pfipadech:
e PN-systém je neomezeny a mnozina dosazitelnych znaceni a tedy i graf dosazitelnosti jsou nekonec¢né.
e PN-systém je omezeny, ale mnozina dosazitelnych znaceni je tak pocetnd, ze analyza grafu dosazitelnosti je
mimo moznosti soucasnych pocitact (state explosion problem).

Metody strukturni analyzy lze rozdélit do dvou skupin:
e metody linearni algebry (pracuji s maticovou reprezentaci PN-struktur),
e grafové metody (pracuji pfimo s grafovym popisem Petriho siti).

0 metody redukce PN-systému

0 metody vyuzivajici vlastnosti zamkd a pasti

0 studium vlastnosti specidlnich typt PN-struktur (kap. 2.4)

Algebraické metody strukturni analyzy

Definice 2.3.1:

Incidenéni matice (incidence matrix, change matrix) PN-struktury <P,T,1,O,H> je matice C={C(p,t)} typu

|P[<|T]
c=0"-1,

kde O={O(t,p)}, I={I(t,p)} jsou matice typu |T]x|P| reprezentujici vstupni a vystupni funkci O,1.

Priklad 2.3.1:
Uvazujme PN-strukturu zobrazenou na obr.2.3.3.
- A
P /\%ﬂ w=2_
_/
L t3 P3 t4 Obr. 2.3.3
Incidenc¢ni matice Petriho sité je
4 otz 4y
0101 1020 -11 -2 1 py
c=0"-1" =1000-0100 =1-1 00 p,
0020 0001 0 0 2 -1 ps

Radky v maticich O resp. L, tj. sloupce v maticich OT resp. I jsou tvofeny koeficienty multimnozin O(t) resp. I(z).
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Poznamky 2.3.1:

1.

2.

Prvek C(p,t) matice C udava zménu poctu tokenti (kladnou,zapornou nebo nulovou) v misté p pfi provedeni
prechodu t.
Vektor C(.,t) (t-sloupec matice C) udava zménu poctu tokenu v jednotlivych mistech sité pii provedeni
prechodu t.
Vektor C(p,.) (p-fadek matice C) uddva zménu znaceni mista p pfi provedeni jednotlivych pfechodu sité.
Pri zobrazeni struktury Petriho sité pomoci inciden¢ni matice mtize dochdzet ke ztrat¢ informace a to v pfipade
pouziti inhibi¢nich nebo testovacich hran:
e  Existence inhibi¢nich hran se nijak neprojevi na inciden¢ni matici. Strukturné rizné PN-systémy na obr.2.3.

1.a,b maji stejnou incidencni matici.

e "'\Pl ‘/ '7'\’?1

\\”/p2 Obr. 2.3.1.a \'*/pz Obr. 2.3.1.b

e Naobr.2.3.2.a hrany (p,,t), (t,p,) jsou tzv. testovaci hrany - pomoci nich pfechod t testuje pfitomnost
tokenu v misté p, aniZ by ménil pocet tokenli v tomto misté. Strukturné rizné PN-systémy na obr.2.3.2.a,b
maji stejnou incidencni matici - existence “testovacich” hran se nijak neprojevi na inciden¢ni matici.

pl. Pl
N P3 N t p3
) )
® 2 \H%‘\?/
:
Petriho sit¢ ve kterych se nevyskytuji jednoduché smycky typu p,-t zobrazené na obr.2.3.2.a, tj sité pro néz

‘tnt'=(J, se nazyvaji Cisté (pure).

e  Struktura Cistych siti bez inhibi¢nich hran je inciden¢ni matici popsana uplné a jednoznacné.

V dalsim textu této kapitoly predpokladdame, aniz bychom to vidy vyslovné uvadeéli, Ze vSechny uvazované
Petriho sité jsou jednoznacné popsany incidencni matici !!!

Definice 2.3.2:

Uvazujme posloupnost (sekvenci) prechoda

chéapanou jako slovo nad abecedou T={t1,t2,...,t|T|}, tj. oeT . Charakteristickym vektorem (transition count vector,
Parikh vector) sekvence o nazveme vektor

VO-=(V1, Vz,...,Vln)T,

kde v; oznacuje pocet vyskytl prechodu #; v sekvenci o.

Charakteristicky vektor V je pro znaceni M realizovatelny (possible), existuje-li sekvence o spustitelna

ze znaCeni M takova, Ze V=V .

Poznamky 2.3.2:

1.

Specidlné charakteristickym vektorem pfechodu ¢; je vektor Vti=(vl,v2,...,v|T|)T, s jedinou nenulovou soufadnici
v;=1a s v;=0 pro vSechna kei.

Stejné sekvence maji prirozené tyz charakteristicky vektor, ale témuz charakteristickému vektoru mtize
odpovidat mnoho riiznych sekvenci z nichz nékteré mohou byt realizovatelné a jiné nikoliv.
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Véta 2.3.1:
Necht o je sekvence prechodi prevadéjici PN-systém ze znaceni M do znaceni M’, tj. M[o>M’. Potom
plati
M =M+ CVg, @)
kde znaceni M, M’ chéapeme jako matice typu |P|x1 (sloupcové vektory), C je incidencni matice typu [P|x|T| a
charakteristicky vektor V jako matici typu |7]x1 (sloupcovy vektor). Vztah (*) byvd nékdy nazyvén
Jundamentdlni rovnici (fundamental equation, state equation, marking equation).

Diikaz:

Dukaz provedeme matematickou indukci podle délky k posloupnosti o.

(1) Nechf k=1, tj. o=t. V tomto pripadé vztah (*) plati, nebot:

M=M+C()=M+C.V;=M+C.V,

(2) Dokazeme, zZe z platnosti tvrzeni pro sekvence délky k vyplyva platnost tvrzeni pro sekvence délky k+1.
Uvazujme sekvenci 7=ot délky k+1 prevadejici PN-systém ze znaceni M do znaceni M . Pfitom sekvence o
délky k prevadi systém ze znaceni M do znaceni M a sekvence ¢ délky 1 ze znaceni M’ do znaceni M’. Plati

M=M’+CV =M+CV +CV;=M+C(Vo+V)=M+CV_.

Poznamky 2.3.3:

1. Platnost fundamentélni rovnice (*) je pouze nutnou podminkou pro dosazitelnost M[o>M’, nikoliv v§ak
podminkou postacujici. Viz priklad v poslednim odstavci textu nasledujiciho prikladu 2.3.2.

2. (Dusledek véty 2.3.1). Jsou-li dvé riizné sekvence o, 7se spole¢nym charakteristickym vektorem V=V,
spustitelné ze znaceni M, pak provedeni obou sekvenci vede vzdy ke stejnému kone¢nému znaceni M.

3. (Difference lemma). Pro znaceni M, N a sekvenci pfechodu o plati:

M[o>M’ A N[o>N’ = M’-M = N’-N
Dukaz: ....

4. (Monotonicity lemma). Sekvence prechodii o je spustitelna pfi znaceni M = Sekvence o je spustitelnd pfi
vsech znacenich pokryvajicich znaceni M (tj. je-li N>M, pak je o je spustitelna také pfi znaceni N).
Dukaz: ....

5. (Exchange lemma). Pro znaceni M, N, L a prechody u, v plati

M[u>N A N[v>L A u'"n'v=0 = M[vu>L.
Dukaz: ....

Priklad 2.3.2:

Na obrazku 2.3.9 je zobrazen jednoduchy PN-systém a jeho graf dosazitelnosti (porovnej s PN-systémem a
jeho grafem dosazitelnosti na obr.2.2.2). Algebraicky vypocet grafu dosazitelnosti (na zakladé inciden¢ni matice, tj.
rovnice M’ = M + C(.,t)) je proveden v tabulce 2.3.2.

\__J PN-systém

Obr.2.3.9

t2 o
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tl 2 t3 t4 t5 MO M1 M2 M3
pl -1 -1 0 0 1 1 0 0 0
p2 1 o -1]o0 0 1 0 0
p3 0 1 0 -1 0 0 0 1 0
p4 0 1 1 0 | -1 0 0 1 1
pS 1 0 0 1 -1 0 1 0 1
Inciden¢ni matice C t1->M1 t3—>M3 t4—>M3 t5—>MO
t2—>M2
Tab.2.3.2

PN systém je bezpecny, Zivy a reversibilni. Pro vSechna dosazitelnd znaceni { M,,M|,M,,M5} ma rovnice
M - M, = C.X feSeni (feSenim jsou charakteristické vektory sekvenci, které pfevadéji PN-systém z pocate¢niho
stavu M, do stavu M).

Rovnice M - M, = C.X ma vSak Casto feseni i pro nedosazitelnd znaceni. Tak napf. pro znaceni
M=(0,1,1,0,0)T, které neni dosazitelné, ma fundamentalni rovnice feseni X=(1,1,0,0,1)T.

Definice 2.3.3:
P-invariantem struktury <P,T,I,O> (p-semiflow, p-invariant) nazyvame vektor Y=(y,y,,..., Y P|)T=
v;€N={0,1,2,...}, ktery anuluje zleva incidenc¢ni matici C, tj. vektor pro ktery plati
YL.C=0T.
Mnozina Py={p,;P: y;>0} se nazyva nosi¢em p-invariantu Y. Je-li aspon jedno y;>0, pak
p-invariant nazyvame netrividlnim. Trividlni nulovy invariant Y=0 nema zadny prakticky vyznam. Jsou-li vSechna
¥;€10,1}, pak p-invariant nazyvame bindrnim.

Véta 2.3.2:
Necht Y,Y, jsou p-invarianty a k;,k, celd nezdporna Cisla. Potom plati:
(1) Linedrni kombinace kY| *+k,Y, je rovnéz p-invariantem a jeho nosi¢em je sjednoceni nosicii
p-invarianti Y;,Y,.
(2) Je-li Y;-Y, >0, pak Y;-Y, je rovnéZ p-invariantem.

Dikaz:
1. (kl Y1+k2Y2)TC = (kl Y1T+k2Y2T)C = kl YITC+k2Y2TC = k10T+k20T = OT

2. (Y-Y)T.C=(Y,"-Y,).C = ¥,TC-Y,TC = 0T-0T = 0T

Poznamky 2.3.4:

1. Petriho sit je pokryta p-invarianty, jestlize kazdé misto patii do nosice néjakého p-invariantu PN-struktury.
Je-1i Petriho sit pokryta p-invarianty, pak existuje p-invariant, ktery pokryva celou sit (jeho nosi¢em je mnozina
vSech mist).

2. Mnozina vsech p-invarianti dané PN-struktury predstavuje specidlni druh linedrniho (vektorového) prostoru ve
kterém koeficienty linearnich kombinaci mohou byt pouze celd nezaporna ¢isla.

3. P-invariant Y=(y1,p- P|)T je v kanonickém tvaru jestlize jeho soufadnice y; jsou nesoudélné (jejich nejvetsi
spolecny délitel je 1). P-invariant Y=(y 1,y P|)T je minimdlni, jestlize neexistuje zaddny jiny p-invariant Y’
(téze dané struktury) pro ktery by platilo Y’<Y A Y ’#Y. Systém p-invarianti (dané struktury) je uplny, jestlize
kazdy p-invariant (téze dané struktury) je vyjadfitelny jako jejich linearni kombinace. Nasleduje popis
algoritmu vypoctu uplného systému minimdlnich p-invarianti:
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Vstup: Inciden¢ni matice C typu (m,n)=(|P|,|T]).
Vystup: Mnozina vSech minimalnich p-invariantt.
Stavovd velicina: slozena matice [A|B]
Viastni algoritmus:
1. Inicializace: A = C, B = I, (I, je jednotkova matice fadu m = |P|).
2. Proj=1,2,...,n (n=|T)) provadéj:
2.1. Pridej ke sloZzené matici [B|A] vSechny fadky, které jsou linearnimi kombinacemi
s prirozenymi koeficienty dvojic fadku z matice [B|A] a které soucasné anuluji
Jj-ty sloupec matice A.
2.2. Vyskrtej z matice [B|A] vSechny fadky s nenulovym prvkem v j-tém sloupci matice A.
3. Vsechny fddky matice B pieved do kanonického tvaru (tj. vydél kazdy fddek nejvétsim spolecnym
délitelem vsech jeho prvki).
4. Odstran z matice B vSechny neminimdlni p-invarianty (tj. vySkrtej z matice B vSechny ty fadky,
které pokryvaji néjaky jiny fadek matice B).
5. Radky matice B piedstavuji iplny soubor minimalnich p-invariantii PN struktury zadané
inciden¢ni matici C.
Priklad 2.3.7 ilustruje pouziti tohoto algoritmu pfi vypoctu p-invarianti konkrétni PN-struktury a
také pfi vypoctu t-invariantd (s vyuzitim véty 2.3.6).

4. Yje p-invariant < (‘v’teT)[Zp et Y(p) = Zp er YOI -
Diikaz: ...

Véta 2.3.3:
Necht Y je p-invariantem PN-struktury <P,T,I,O>. Potom pro v§echny PN-systémy <P,T,1,0,M> plati:
(VMeRS(M)[Y™ = Y™M)].

Dukaz:

Podle véty 2.3.1 plati pro libovolna znaceni M, M’ implikace
M[o>M’ = M’ =M+CV_,
neboli specialné také
My/oc>M = M =My+CV,_.
Vyndsobime-li posledni maticovou rovnici vektorem (fadkovou matici) YT dostaneme vztah
YIM = YIM, + YICV .
Podle piedpokladu véty je ¥ p-invariantem piislusné PN-struktury. Plati tedy ¥TC = 0Ta posledni rovnice se
redukuje na vztah YTM = YTM), ktery mél byt dokézan.

Definice 2.3.4:
Vztah
Y™™ = Y™M,,
platny podle véty 2.3.3 pro vSechna znaceni M dosaZitelna z po¢atecniho znaceni M), nazyvame p-invariantem
PN-systému <P,T,1,0,M,> (conservation law). P-invariant Y prislusné struktury <P,T,],0> ma zde vyznam
vdahového vektoru: jeho soufadnice y; jsou konstanty udavaji vahu znaceni m;=M(p;) jednotlivych mist p;.
Rozepsdnim maticového zapisu do skaldrni podoby, dostdvame vztah

E)i.mi = k, (sumace probiha pro i=1,2,...,|P| ),
kde k je konstanta uréend vztahem
k=YM,= E’i'mOi .
Podsystém systému <P,T,1,0,M,> indukovany nosi¢em p-invariantu Py se nazyvé konzervativni
komponentou tohoto systému (spolu se viemi misty z nosice Py patii do komponenty také vSechny piechody, které
jsou bezprostfednimi sousedy téchto mist a také vSechny hrany spojujici tato mista a prechody).
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Systém <P,T,I,O,H,My> je konzervativni, jestlize existuje P-invariant takovy ze Py=P. Systém je strikiné
konzervativni, jestlize navic y;=1 pro vSechna i=1,2,...,| P|.

Poznamka 2.3.5:

Je-1i PN-systém konzervativni a je-li pocatecni znaceni kone¢né, pak je PN-systém omezeny.

Priklad 2.3.3:

Uvazujme PN-systém zobazeny na obr.2.3.4.a. V tabulce 2.3.1 je vypoctena mnozina dosazitelnych znaceni
ana obr. 2.3.4.b je zobrazen graf dosazitelnosti.

2 p4  Obr.234a Obr. 2.3.4b

pfz/"\ 2
() )

MO M1 M2 M3 M4
m1=M(pl) 1 0 0 0 0
m2=M(p2) 0 1 0 1 0
m3=M(p3) 0 1 1 0 0
m4=M(p4) 0 0 1 0 1
m5=M(p5) 0 0 0 1 1
t1->Ml1 t1->Ml1 t3—->M4 t2—>M4 t4—>MO
t3—>M3

Tab.2.3.1. Mnozina dosazitelnych znaceni

Nejdiive nalezneme strukturni p-invarianty PN-systému zobrazenému na obr.2.3.4.a. a to jako nezédporna
feSeni systému rovnic YT.C = 0, tj. systému

-1001 0
1-100 0
(Y1:Y2:¥3Y4:Y5) - 1 0-10 = 0,
010-1 0
001-1 0
tj. systému
V1tY2tY3 =0,
Yot tyy =0,
-y3t tys =0,
Y1 V4y5 =0.

Posledni rovnici netfeba uvazovat, protoze je linearni kombinaci prvych tfi. Ze zbylych rovnic je ihned patrno, ze
jejich fesenimi jsou vektory
Y,=(1,1,0,1,0)7,
Y,=(1,0,1,0,1)T
a vSechna ostatni feseni jsou tvaru kY, +k,Y,, k;,k,€{0,1,2,...}. Ze slozenych p-invarianti je nejvyznamnéjsi
Y;=Y,+Y,=(2,1,1,1,1)T.

Vsechny uvedené invarianty jsou v kanonickém tvaru. InvariantyY;,Y, jsou minimdlni a tvofi uplny systém
minimalnich invarianti (tj. kazdy jiny invariant 1ze vyjadrit jako jejich linearni kombinaci s celo¢iselnymi
nezapornymi koeficienty). Invariant Y; minimalni neni, protoZe napt. Y;>Y,.

Vzhledem k tomu, Ze existuje p-invariant pokryvajici celou mnozinu P (Py;=P={p 1P2:P3:P4 P51)s je
PN-systém konzervativni, ale nikoliv striktné.
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Strukturnim p-invariantim Y;,Y,,Y; odpovidaji systémové p-invarianty
YITM = YITMO 5 Y2TM = YzTMO N Y3TM = Y3TM0 N
které 1ze rozepsat do nasledujicich rovnic
my+my+ +my =1,
my + + My +ms=1,
2my+my +my+my +ms=2.
Platnost uvedenych rovnic pro vSechna znaceni dosazitelnd z poc¢atecniho znaceni M, 1ze ovéfit z tabulky
dosazitelnych znaceni 2.3.1 a nebo - diky jednoduchosti zvoleného prikladu - nahlédnout pifimo z obrazku 2.3.4.

Definice 2.3.5:
T-invariantem struktury <P,T,,O> (t-semiflow, t-invariant) nazyvame vektor X=(x1,x2,...,xm)T,
x;€N={0,1,2,...}, ktery anuluje zprava inciden¢ni matici, tj. vektor pro ktery plati
CX=0.
Mnozina Ty={t; €T: x;>0} se nazyva nosi¢em t-invariantu X. Je-li aspon jedno x;>0, pak invariant
nazyvame netrividlnim, jsou-li vSechna x;€{0,1}, pak t-invariant nazyvame bindrnim.

Véta 2.3.4:

Necht X,X, jsou t-invarianty a k;, k, celd nezdporna ¢isla. Potom plati:
(1) Linearni kombinace k;X;+k,X, je rovnéz t-invariantem a jeho nosic¢em je sjednoceni nosict invariant X, X,.
(@) Je-li X;-X, >0, pak X;-X, je rovnéZ t-invariantem.

Diikaz:
Obdobny k diukazu véty 2.3.2.

Poznamky 2.3.7:

1. Petriho sit je pokryta t-invarianty, jestlize kazdé prechod patfi do nosice néjakého t-invariantu PN-struktury.
Je-1i Petriho sit pokryta t-invarianty, pak existuje t-invariant, ktery pokryva celou sif (jeho nosi¢em je mnozina
vsech prechodu).

2. Mnozina vSech t-invariantt dané PN-struktury predstavuje druh linedrniho (vektorového) prostoru ve kterém
jsou pripustné pouze celociselné a nezaporné linarni kombinace vektort..

3. Pojmy kanonicky tvar invariantu, minimalni invariant, uplny systém invariantii jsou pro t-invarianty definovany
stejnym zpusobem jako pro p-invarianty - viz Poznamky 2.3......

4. Vypocet uplného systému minimalnich t-invariantd 1ze pfevést na vypocet uplného systému minimalnich
p-invariantii dudlni PN-struktury - viz dale definice 2.3.7 a véta 2.3.6. Z této definice a véty vyplyva, Ze pro
vypocet t-invariantt Ize pouzit tehoz algoritmu jako pro vypocet p-invariantd, (tj. algoritmu popsaného
v poznamce 2.3.4) s jedinym rozdilem: misto incidenéni matice C pouzijeme jeji transpozici CT( presnéji:

v inicializa¢nim kroku algoritmu klademe A = CT, B = I, kde I, je jednotkovd matice fadu n = |T]).

5. Xjet-invariant < (Vp EP)[zte'p X(t) = ztep' X(1)]
Diikaz: ...

Véta 2.3.5:
Necht X je t-invariantem PN-struktury <P,T,1,0>. Potom existuje PN-systém <P,T,I,O,M,> takovy Ze:
BoeT )[Mylo>My AV, ~X],
tj. vzdy plati
GMyeM)BoeT)[My[o>My A V =X],
kde M je mnozina v§ech moznych znaceni dané struktury.

Dukaz:
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Podle véty 2.3.1 plati pro libovolna znaceni M, M” implikace
Mlo>M* = M’ =M+CV_,
neboli specialné také
Mylo>M = M= My+CV_. ™
Polozime-li V_=X, pak CV _=CX=0 (nebof X je t-invariant) a tedy M=M,,.
Implikaci v (*) nelze obratit (viz poznamky k vété 2.3.1) a tedy nikoliv jakdkoliv posloupnost prechodli o
s danym charakteristickym vektorem V_=X musi byt proveditelna pfi jakémkoliv znac¢eni M(,. S tim souvisi pouZiti
existencnich kvantifikatora v tvrzeni véty.

Definice 2.3.6:

Posloupnost prechodt oeT” pro kterou plati M| 0>M, nazyvame t-invariantem PN-systému
<P,T,1,0,M,> (reproduction law).

Podsystém systému <P,T,1,0,M,> indukovany nosi¢em t-invariantu Ty se nazyva repeti¢ni komponentou
tohoto systému (spolu se vSemi pfechody z nosice Ty patii do komponenty také vSechna mista, které jsou
bezprostrednimi sousedy téchto prechodu a také vSechny hrany spojujici tyto prechody a mista).

Systém <P,T,1,0,H,My> je repeti¢ni (konzistentni), jestlize existuje t-invariant takovy Ze Tyx=T. Systém je
striktné repeticni, jestlize navic x;=1 pro vSechna i=1,2,...,|7].

Priklad 2.3.4:
Uvazujme PN-systém <P,T,I,O,M> zobrazeny na obr.2.3.5.

Obr. 2.3.5

Nejdiive nalezneme strukturni t-invarianty PN-systému zobrazenému na obr.2.3.5. Inciden¢ni matice je

-1-2 11
c=10-10
020-1
a t-invarianty nalezneme jako nezaporné celociselné feseni rovnice
CcX=0,

tj. systému rovnic
“X-2xy+ X3+ x4 =0
Xy -3t =0
2%y x4 =0
Prvni rovnici netfeba uvazovat, protoze je linearni kombinaci dalsich dvou. Ze zbylych rovnic je ihned patrno, ze fes
enimi jsou vektory
X,=(1,0,1,00T,
X,=(0,1,0,2)T
a vSechny jejich linedrni kombinace k X +k,X,, napf.
X;=2X,=(2,0,2,0)T,
X,=X,+X,=(1,1,1,2)T.
Strukturni t-invarianty X, X, jsou minimdlni a mnozina {X,, X,} tvofi uplny systém. Invarianty X5, X,
nejsou minimalni. Invarianty X;,X,,X, jsou v kanonickém tvaru, invariant X5 v kanonickém tvaru neni.

Systémovymi t-invarianty jsou napf. nasledujici posloupnosti prechodu:
e t;t3 s charakteristickym vektorem X (realizace strukturniho invariantu X,)
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tyt,t, s charakteristickym vektorem X, (realizace strukturniho invariantu X,)

tyt,t5t3, tytst; t5 s charakteristickym vektorem X5 (realizace strukt. invariantu X5)

tytatotaty, titotststy,... s charakteristickym vektorem X, (realizace strukt. invariantu X3)

Ze skutecnosti, Ze existuje t-invariant pokryvajici celou mnozinu T (napi. systémovy invariant t,tst,t,t,, realizujici

strukturni invariant X 4=(1,1,1,2)T, vyplyva, ze PN-systém je repeti¢ni (konzistentni), nikoliv vSak striktné repeticni.
Vzhledem k jednoduchosti uvazovaného PN-systému Ize systémové t-invarianty odecitat pfimo

z obrazku 2.3.5.

Definice 2.3.7:
Predpokladejme PN-struktury bez inhibi¢nich hran. Potom PN-struktura <P’,7",1’,0’> je dudlni
k struktufe <P, T,1,0>, jestlize plati:
P’=T A T’=P A I'=O A O’=I

Poznamky 2.3.8:

1. Duadlni struktura vznikne z pivodni vzajemnou zdménou mist a prechodt a zménou orientace vSech hran pfi
zachovani jejich ndsobnosti.

2. Zdefinice vyplyva: je-li <P’,T°,1’,0’> dualni k <P, T,[,O>, pak také <P,T,[,O> je dudlni k <P’,T",I’,0’>.
Uvedené struktury jsou tedy dudlni navzajem.

Véta 2.3.6:
Necht <P’,T’,I’,0’>, <P,T,[,O> jsou vzajemné dudlni sité s incidencnimi maticemi C’, C. Potom plati:
1. C=CT,

2. p-invariant struktury <P,T,I,0> je t-invariantem struktury <P’,7",1’,0’>,
3. t-invariant struktury <P,T,1,0> je p-invariantem struktury <P’,7°,1’,0°>.

Diikaz:
1. Plyne ihned z definice.
2. Plati:

YIC=0T « (YT.OT=(0DT < CTY=0 < C.Y=0.
Je-li tedy Y p-invariantem necarkované struktury, pak je také t-invariantem carkované struktury.
3. Plati:
CX=0< (CX)T=0T & XT.CT=0T & XT.C’=0T.
Je-li tedy X t-invariantem necarkované struktury, pak je také t-invariantem carkované struktury.

Disledek:

Vypocet uplného systému mnimalnich t-invariantt dané PN-struktury mize byt proveden podle téhoz
algoritmu jako vypocet uplného systému mnimalnich p-invariantt (viz popis algoritmu - pozndmka 2.3.4.3)
s jedinym rozdilem: misto s inciden¢ni matici C pracujeme s jeji transpozici CT (tj. popsany algoritmus startujeme
nikoliv s A=C, ale s A=CT). Vypocet je ilustrovan v piikladé 2.3.7.

Priklad 2.3.5:

Na obr.2.3.6 je zobrazena dvojice navzajem dudlnich struktur.
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Obr. 2.3.6

Dale jsou uvedeny inciden¢ni matice obou struktur (je patrno, ze C’=CT) a p- a t-invarianty obou struktur (jak je
patrno, p-invariant jedné struktury je t-invariantem druhé).

Necarkovana struktura: Carkovana struktura:
-1-211 110
Cc =10-10 C =202
02 0-1 1-10
. . . .1 0 _1
t-invarianty: p-invarianty:
X,=(1,0,1,007, Y,’=(1,0,1,0)T,
X,=(0,1,0,2)T, Y,’=(0,1,0,2)T,
X3=X,+X,=(1,1,1,2)T, ... Y=Y, +Y,’=(1,1,1,2)T, ...
p-invarianty: t-invarianty:
Y, =(1,1,DT, ... X,=(1,1,D)T, ...

Uziti invariantii k analyze P/T siti

Nisledujici véta ukazuje neékteré moznosti jak vyuzit invarianty k analyze P/T siti.

Véta 2.3.7:
1. (Postacujici podminka pro omezenost PN-systému).
Existuje p-invariant pokryvajici celou sift = PN-systém je omezeny
2. (Nutna podminka pro Zivost a omezenost PN-systému).
PN-systém je Zivy a omezeny = Existuje t-invariant pokryvajici celou sit
3. (Nutna podminka pro zZivost PN-systému). Pro zivy PN-systém plati:
Y je kladny (netrividlni) p-invariant = YT.M; >0
4. (Dukaz nedosazitelnosti v daném PN-systému).
Existuje p-invariant Y s vlastnosti YT.M = YT.M’ = Znaceni M’ neni dosazitelné ze znac¢eni M

Dikaz:
Ad 1) Necht Y je p-invariant jehoz nosi¢ je mnozina vsech mist. Uvazujme libovolné dosazitelné
znaceni MeRS(M,)). Pro p-invariant ¥ plati
Y™-M, = Y"-M >Y(p).M(p),

kde p je libovolné misto z P. Protoze Y (p)>0, plati pro vSechna p
M(p) < Y'"My/Y(p)

a PN-systém je tedy omezeny.

Ad2) Z ptedpokladu zivosti vyplyva, ze existuji posloupnosti piechodi oy,0;,03,... takové, Ze vSechna
c; obsahuji vSechny piechody a zZe soucasné plati My[o;>M [ 0,>M,[03>M5;... Z predpokladu
omezenosti pak vyplyva, Ze musi existovat indexy i<j takové, ze M; =Mj. Charakteristicky vektor
posloupnosti pfechodil o; 1 0j+5... oj je t-invariant, jehoz nosicem je cela mnozina 7.

Ad3) Nechf p je misto patfici do nosiCe p-invariantu Y, tj. p Py, a uvaZzujme piechod ¢, ktery je
sousedni k mistu p, tj. te*pup®. Protoze PN-systém je zivy muze byt prechod ¢ vzdy znovu
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uschopnén, tj. z kazdého dosazitelného znaceni je dosazitelné znaceni M ve kterém je prechod ¢
proveditelny. Jeho provedenim se PN-systém dostane do znaceni M, tj. M[t>M’. Jelikoz Y je
p-invariant, musi platit YTM =YTM=YTM,,.

Je-li nyni t e°p, pak M’(p)>0 a protoze p ePy je YIM >0 a tedy také Y'M>0. Je-li t ep®, pak
M(p)>0 a protoze p ePy je YTM>0 a tedy také YTM,>0.

Ad 4) Dukaz sporem: nechf znaceni M’ je dosazitelné ze znaceni M. Potom existuje posloupnost
piechodil o takova, Ze M[/c>M’. Podle véty 2.3.1 pak plati fundamentdlni rovnice M’=M+CVy,
odkud plyne YIM’=YTM+YTCV . Y je p-invariant a tedy plati YTC=0T. Odtud plyne
YT™M’=Y™M, coz je ve sporu s piedpokladem.

Priklad 2.3.6:

Na obr.2.3.10 je zobrazen jednoduchy PN-systém a jeho graf dosazitelnosti. Z grafu dosazitelnosti vyplyva,

01001 (1,0,1,0,1)

t4
M1 ) MO e M2
— TP )

t3

|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Graf dosazitelnosti

|
N proces 1 _/ PN-systém | proces2

Obr.2.3.10 PN-systém a jeho graf dosazitelnosti

Nyni budeme studovat vlastnosti daného PN-systému alternativnimi algebraickymi metodami strukturni ana
lyzy, tj. pomoci p- a t-invariantti pfislusné PN-struktury. Z grafického zobrazeni( obr.2.3.1) odecitdme incidencni
matici C -viz nasledujici tabulka .

C=C(p,t) tl: t2: t3: t4:
pl: 1 -1 0 0
p2: -1 1 0 0
p3: 1 -1 1 -1
p4: 0 0 -1 1
p3: 0 0 1 -1

Tab.2.3.10 Incidenc¢ni matice PN-struktury

P-invarianty PN-struktury nalezneme jako nezapornd celoéiselna feseni maticové rovnice ¥T.C = 0T.
Jejim rozepsanim dostdvdme soustavu rovnic:
Y1 -Y2ty3 =0
Y1ty Y3 =0
¥3-Y4*tys =0
V3tYgys =0
2.rovnice je nasobkem 1. a 4.rovnice je nasobkem 3. Staci tedy pracovat pouze s 1.a 3.rovnici. Snadno nalezneme
nésledujici bazickd feSeni:
Y,=(1,1,0,0,0) T
Y,=(0,0,0,1,1)T
Y;=(0,1,1,1,0)T
P-invariantem je i kazda linedrni kombinace Y = ¢ ¥ +c,Y,+c;Y5. Ténto strukturnim p-invariantiim odpovidaji
nasledujici systémové p-invarianty (m;=M(p;):
myt, =1
mytms =1 *)
mytms+ny =1
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Slozenému strukturnimu p-invariantu Y= ¥,;+Y,+Y; odpovida systémovy p-invariant
mq+2my+ms+2mytmg = 3 (**)
pokryvajici vSechna mista, tj. PN-sytém je tedy konzervativni (ale nikoliv striktng). Z (**) vyplyva, Zze PN-systém je
omezeny (tvrzeni 1. véty 2.3.7) a z (*) navic, Ze je bezpecny (zddné m; nemiiZe byt vétsi nez 1).
T-invarianty PN-struktury nalezneme jako nezaporna celociselna reSeni maticové rovnice C.X=0. Jejim
rozepsanim dostavame soustavu rovnic:

X Xy =0

XXy =0

X| Xptx3-x4=0

X3-x,=0
X3 +x, =0

Vyloucenim zavislych rovnic dostavame soustavu:

X1-Xp =0

-x3+x, =0

ze které vyplyva, Ze nasledujici dvojice vektora
Xl =(171’070)T’
X2 =(030’ 1 s I)T’
tvori uplny systém minimalnich t-invarianti. Strukturnim t-invariantem je také kazda jejich linearni kombinace
X= CIX1+C2X2, napf. X3=X1+X2 = (l,l,l,l)T.
Strukturnim t-invariantim X;,X,,X; odpovidaji systémové t-invarianty (posloupnosti pfechodt prevadéjici
pocatecni znaceni opét v pocatecni znaceni).:
X|: tyt; ale nikoliv t;t,
X,: tyt; ale nikoliv t5t,
X530 tytgiats, tytstot; ale nikoliv jiné permutace pifechodil t,ty,t5,t,
ProtoZe existuje t-invariant pokryvajici celou sit (napf. tyt;t,4t5) je PN-systém repetic¢ni (konzistentni) a to
striktné (nebot X;=(1,1,1,1)T).

Priklad 2.3.7:

V tomto prikladé budeme pocitat invarianty PN-systému (zobrazeného na obr. 2.3.11) pomoci algoritmu
popsaného v poznamce 2.3.4 (p-invarianty a s vyuzitim véty 2.3.6 také t-invarianty).

P3 T3 P5
Obr. 2.3.11

Vypocet uplného systému minimdlnich p-invariantt je zachycen v tabulce 2.3.11. Siln¢ zardmovana horni
cast (fadky (1) - (5)) predstavuje pocatecni stav tabulky (tj. slozené matice (A|B)=(C|])), siln¢ zaramovana dolni ¢ast
(fadky (8),(9)) predstavuji koncovy stav tabulky po ukonceni prace algoritmu. Prava ¢ast této spodni ¢asti obsahuje
Uplny systém minimalnich p-invarianti dané struktury. Vlevo od tabulky je popsan postup vypoctu (vytvareni
novych radku) a vpravo od tabulky je vyznaceno postupné skrtani déle nepotfebnych radki.

vypocet p-invariantii A=C B=1
(1) 2 0 0 2 1 0 0 0 0 |x
2) 1 -1 0 0 0 1 0 0 0 |x
3) 1 -1 0 0 0 1 0 0 |x
4) 0 1 0 -1 0 0 0 1 0 X
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(5) 0 0 1 1]lo0o o o o 1 X

(6)=(1)+2.(2) 0o 2 o0 2 1 2 0 0 0 X

(D=(1)+2.3) o o0 2 2 1 o 2 0 0 X

(8)=2.(4)+(6) 0 0 0 0 1 2 0 2 0 =Y,

9)=2.5)+(7) o 0 0 0 1 o 2 0 2 =Y,
Tab. 2.3.11

Z tabulky vyplyvd, Ze tiplny systém minimalnich p-invarantii je tvofen vektory ¥;=(1,2,0,2,0)T,
Y2=(1,0,2,0,2)T a tedy libovolny p-invariant PN-systému mad tvar Y=k, Y, +k,Y,, kde k;{0,1,2,...}. PN-struktura je
p-invarianty Y,,Y, pokryta, napf. invariant Y1+Y2=(2,2,2,2,2)T a tedy také invariant Y3=(1,1,1,1,1)T v kanonickém
tvaru pokryva celou PN-strukturu.

Kazdému p-invariantu struktury ¥ odpovida p-invariant systému YTM = YTM,. V nasem piipadé
invariantim struktury Y,,Y,,Y; odpovidaji nasledujici invarianty systému:

m+2m, +2my =2,

m; +2my 2ms =2,

my+mytmy+my+ms =2
PN-systém ma tedy dvé netrividlni konzervativni komponenty indukované mnozinami mist {p,p,.p4} a {p.p3.P5} @
také cely PN-systém (indukovany mnozinou vSech mist P={p,,p,,...,p5}) tvofi konzervativni komponentu.
PN-systém je tedy konzervativni a to striktné. Z konzervativnosti systému vyplyva jeho omezenost. Z vyse
uvedeného systému rovnic Ize navic odvodit m;<2 a m;< 1 pro i=2,3,4,5 a pro VM eRS(M).

V tabulce 2.3.12 jsou t-invarianty dané struktury pocitany stejnym zpisobem jako p-invarianty v tabulce 2.
3.11. Jediny rozdil je ve vychozim stavu tabulky, misto tvaru (C,I5) je tvaru (CTI).

vypodet t-invarantt A=CT B=1
) 2 1 1 0 0] 1 0 0 o0 |x
Q) o -1 o 1 oflo 1 o o] «x
A3) 0 0 -1 0 1 0 0 1 0 X
@) 2 0 0 -1 -1 0 0 0 1 X
B3)=(1)+4) 0 1 1 -1 -1 1 0 0 1 X
(6)=(2)+(5) 0 0 1 0 -1 1 1 0 1 X
(MH=(3)+(6) 0 0 0 0 0 1 1 1 1 =X,
Tab. 2.3.12

Z tabulky 2.3.12 vyplyva, Ze uplny systém minimalnich t-invarantu je tvofen jedinym vektorem
X= (1,1,1,DT a kazdy t-invariant dané PN-struktury ma tvar X= kX, kde k;{0,1,2,...}. Existuji-li t-invarianty
daného PN-systému, tj. posloupnosti prechodi spustitelné v pocdtecnim znaceni M, a prevadéjici PN-systém z M,,
opét do M, pak charakteristicky vektor této posloupnosti (t-invariantu PN-systému) musi byt roven t-invariantu
struktury. V naSem pfipadé této podmince vyhovuji posloupnosti t;tyt5t, a tytstyt, . PN-systém je tedy konzistentni
a to striktné. Z konzistence PN-systému vyplyva jeho Zivost.

Priklad 2.3.8:

V tomto piiklad€ ukdzeme, ze invarianty PN-systémti mizeme mnohdy stanovit pfimo ze zadani
PN-systému bez toho, Ze bychom byli nuceni formalné pocitat invarianty pfiskusnych PN-struktur. To plati pro
jednoduché PN-systémy (napi.pro PN-systém z predchoziho piikladu), ale Casto i pro slozitéjsi systémy, jsou-li
dobfe navrzeny (dobry navrh systému pocita s naslednou analyzou a je strukturovan tak, aby analyza byla snadno
vsak riziko, Ze nékteré invarianty mohou byt pfehlédnuty.

Uvazujme PN-systém zobrazeny grafovym diagramem na obr. 2.3.2 (konkrétni interpretace PN-systému
mize byt napf. podobna interpretacim podobnych systémi v prikladech 1.3.3 nebo 1.5.1). Lze dokdzat, Ze mnozina
dosazitelnych znaceni (stavil) tohoto systému ma 105 prvki a s rostoucim poctem tokenti v mistech p;, p,a p; ddle
prudce stoupd. Analyza metodou stavového prostoru (pomoci grafu dosazitelnosti) je pracna a postupné se stava
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prakticky nemoznou. Naproti tomu strukturalni analyza pomoci p- a t-invariantii je podstatné jednodussi a jeji
pracnost je stale stejna a nezavisla na poétu tokent v mistech.

(105 stavi) T4

Obr. 2.3.12

U naseho PN-systému miizeme invarianty snadno odegitat pfimo z obr. 2.3.12. Uplny systém minimalnich
p-invariantu je dan nasledujicimi tfemi rovnicemi:

mp+ myt mg =3,
myt mst mg =6,
2my +3mg+ m; =3.

PN-systém obsahuje tedy tii konzervativni komponenty s nosi¢i {p,p,.P3}, {P4-Ps:Ps)> (P3.06.07). Tyto komponent
y pokryvaji cely PN-systém. Sectenim uvedenych tfech rovnic dostdvdame rovnici
myt+ myt 3mgt myt mst dmgt m, = 14,
ktera predstavuje konzervativni zakon pro cely systém. PN-systém je tedy konzervativni, ale nikoliv striktné.
Z konzervativnosti PN-systému vyplyva jeho omezenost. Analyzou vyse uvedenych rovnic 1ze odvodit dalsi
poznatky, napf.
m;.mye{0,1,2,3}, mye{0,1,2}, mymse{0,1,2,...,6}, mge{0,1}
(tj. misto p je bezpecné).
Také t-invarianty Ize odecitat bezprostiedné z grafového obrazku PN-systému. Uplny systém minimélnich
t-invariant je tvofen nésledujicimi dvéma posloupnostmi pfechodi:
tibts, tytste s
které predstavuji dvé repeti¢ni komponenty s nosi€i {t,ty,t3}, {ts.ts,ts}. Tyto dvé repeti¢ni komponenty se kryji
s vySe ur¢enymi konzervativnimi komponentami a pokryvaji cely PN-systém. Repeti¢nimi posloupnostmi daného
PN-systému (tj. PN-systému s danym pocate¢nim znacenim) jsou napf. posloupnosti pfechodt
tibtsttstes titstet bts, ttabttste, ..
(ale nikoliv napf. tyt;tstytste, titatotytste, ...). PN-systém je tedy repeti¢ni (a to striktné - ve striktné repetic¢ni
posloupnosti se kazdy prechod vyskytuje pravé jednou). PN-systém je tedy také zivy.

Grafové techniky strukturni analyzy

Metoda redukce PN-systémii

Podstatou této metody je postupna transformace daného PN-systému na PN-systémy stéle jednodussi az
nakonec ziskame PN-systém jehoZ stavova analyza je bud trivialni nebo alespoti snadno zvlddnutelnd. Kazdy krok
transformace spociva v pouziti néjakého redukéniho pravidla (reduction rule) podle kterého nahrazujeme néjaky
podsystém daného systému jinym jednodussim podsystémem pii¢emz jsou zachovany nékteré vybrané vlastnosti
PN-systému (jako jsou omezenost, Zivost, reverzibilita,...). Jestlize jsme pfi transformaci pouzivali pravidla, kterd
vsechna zachovavaji dany soubor vlastnosti, pak vysledny PN-systém tyto vlastnosti ma také, pokud je ma vychozi
systém .

Ukdzka dvou jednoduchych redukénich pravidel, které evidentné zachovédvaji omezenost a zivost

PN-systému je na obr. 2.3.13. Pii analyze PN-systému nahrazujeme (zjednodusujeme) levou stranu pravou stranou,
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pfi syntéze nahrazujeme (rozvijime) pravou stranu stranou levou. K pravidlu spojeni sekvence mist (fusion of series
places) dodejme, ze kazda pfipadna dalsi vstupni hrana mista p1 je také vstupni hranou mista p12 a podobné také
kazda dalsi vystupni hrana mista p2 je také vystupni hranou mista p12. Navic pocet tokenti v misté p12 musi byt
roven souctu poctu tokenu v mistech p1 a p2. Pro pravidlo spojeni sekvence prechodt (fusion of series transitions)
plati tatdz poznamka o pfipadnych dalSich vstupnich hranach pfechodu t1 a vystupnich hranach pfechodu t2. V mist
émezi obéma prechody se nesmi nachédzet zadné tokeny.

pl t1

<> pl2 <> %—tl?

p2 t2

Spojeni sekvence mist Spojeni sekvence piechodi

Obr. 2.3.13

Priklad 2.3.9:

Uvazujme PN-systém definovany v prikladé 2.3.8 obrazkem 2.3.12. Pomoci pravidla o spojeni sekvence
mist transformujeme PN-systém z tohoto obrazku obrazku na PN-systém zobrazeny na obr.2.3.14.a a nasledné
pomoci pravidla o spojeni sekvence prechodi na PN-systém zobrazeny na obr. 2.3.14.b. Zatimco pivodni systém
ma 105 stavu (dosazitelnych znaceni), druhy systém ma jiz jen 5 stavi a konec¢ny systém ma jiz jen 1 stav. Jeho
analyza je tedy trividlni: systém je Zivy a omezeny (6-omezeny). Protoze transformacni (reduk¢ni) pravidla
zachovavaji omezenost i Zivost, musi byt i vychozi systém z obr. 2.3.12 omezeny a Zivy.

a) po flizi mist P1,P2 a P3,P4 b) po nasledné fizi pfechodﬁ T2,T3 a T5,T6
Obr. 2.3.14

Zamky a pasti

V této Casti pfedpokladdme Petriho sité jen s jednoduchymi hranami (tj. jen s nasobnosti 1) a bez
inhibi¢nich hran. Pfedpokladame tedy obycejné Petriho sité (ordinary Petri nets).

Definice 2.3.10:
Podmnozinu Q mnoziny mist P ordinarni struktury <P,T,I, 0> nazveme zdmkem (lock, siphon), jestlize
plati
*QcQ.
Podmnozinu Q mnoziny mist P ordindrni struktury <P,T,1,0> nazveme pasti (trap), jestlize plati
Q cQ

Kvuli uplnosti dodejme, ze
Q= ol'pl, Q@ =,olp*), *p={tel: O(t,p)>0}, p*={teT: I(1,p)>0}.

Priklad 2.3.8:
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Na obr. 2.3.8 jsou zobrazeny jednoduché zamky a na obrazku 2.3.8 jednoduché pasti. Zamky, resp. pasti,

jsou vZdy tvofeny vyznacenou mnoZinou mist Q={p,,p,}. Pro zobrazené PN-struktury plati:

Obr23.7.ab:  {tL2} =*Qc Q° = {t1,12,63}

Obr.2.3.7.c: {t1,12} =°Qc Q°= {t1,t12}
Obr2.3.8.ab:  {tL2,3) = Q° < *Q= {t1,2)
Obr.2.3.8.c: [tL2) = Q' *Q = {t1,2}
t1
a 1
ol P2 3 pl 2
2 Obr.237a Obr. 2.3.7.b 2 opr.23.7.c

Obr.2.3.7. Zamky

pl

p3

Obr. 2.3.8.a obr.2.38b P2 obr.238c U,

Obr.2.3.8. Pasti

Poznamky 2.3.9:

1. Zamek (sifon) je podmnozina mnoziny mist tvofend misty, ktera kdyz ztrati tokeny, nemohou je jiz nikdy ziskat
Naproti tomu past je podmnozina mnoziny mist tvofena misty, kterd kdyz ziskaji tokeny, nemohou je jiz nikdy

ztratit.

2. Z definice 2.3.8 vyplyvd, Ze sjednoceni dvou zamku je zdmek a sjednoceni dvou pasti je past. Pro Petriho sit

mohou byt tedy definovany minimdlni zamky a pasti.
3. Zamky a pasti lze vyuzit k analyze PN-systému. Tak napf-.:
e  Obsahuje-li PN-struktura zamek z obrdzku 2.3.7, ktery pfi pocate¢nim znaceni neobsahuje
zadny token, pak PN-systém neni Zivy.
e  Obsahuje-1i PN-struktura past z obrazku 2.3.8, ktera pfi poc¢atecnim znaceni obsahuje aspon
jeden token, pak PN-systém je bez uzamceni.
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2.4. Podtridy P/T Petriho siti

V této kapitole se budeme zabyvat néasledujicimi specialnimi typy P/T Petriho siti:
e automatové Petriho sit€,
e synchroniza¢ni Petriho sité,
e sité s volnym vybérem.
Vsechny uvedené typy jsou specidlnim piipadem tzv. obycejnych Petriho siti a ty opét specidlnim pripadem
tzv. zobecnénych Petriho siti. Zobecnéné Petriho sité jsou pak specialnim pfipadem PN-systému z definice 2.1.2.

Definice 2.4.1:
Zobecnéna Petriho sif (generalized Petri net - GPN) je PN-systém <P,T,1,0,H,M> s prdzdnou mnozinou
inhibi¢nich hran H=(J, tj. PN-systém <P,T,1,0,M,>.

Obycejnd Petriho sit (ordinary Petri net - OPN) je zobecnénd Petriho sit <P,T,1,0,M>, kde hodnotami
vstupni a vystupni funkce 7, O nejsou multimnoziny, ale mnoziny (tj. vSéechny hrany maji stejnou nasobnost 1).

Automatovd sit (state-machine Petri net, P-system) je obycejna Petriho sif ve které kazdy pfechod ma pravé
jedno vstupni a prave jedno vystupni misto, tj.
(VeeD)[|*t|=]t*|=1].

Synchronizaéni sit (marked graph, synchronization graph, T-system) je obycejna Petriho sit ve které kazdé
misto ma prave jeden vstupni a prave jeden vystupni pfechod, tj.
(VpeP)[I°pI=Ip*|=1].

Volnad sit (sit s volnym vybérem, free-choice Petri net) je obycejna Petriho sif ve které vsichni pfedchidci
kazdého pfechodu maji stejnou mnozinu nésledniku, tj.
(VeeD(Vp,p’ e[ p*=p™].

Poznamky 2.4.1:

1. Vztahy mezi tfidami siti zobecnénych, obycejnych, volnych, automatovych a synchroniza¢nich jsou zobrazeny
nasledujicim mnozinovym obrazkem. Platnost zobrazenych vztaht vyplyvd ihned z definice 2.4.1.

automatové obycejné ) zobecnéné

Obr. 2.4.1
2. Z definice 2.4.1 rovnéz ihned vyplyva:

0 Duadlni sif k automatové siti je sif synchroniza¢ni a obracené.
0 Dualni sif k volné siti je opét volna sit.
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3. Automatové sité nejsou schopny vyjadrit paralelismus, synchronizacni sité nejsou schopny vyjadrit volbu
(alternativu) - viz obr.2.4.0.a. Volné sité jsou schopny zobrazit obé, i kdyz v omezeném rozsahu. V linii od
P/T siti (pfes zobecnéné a obycejné sité) k volnym sitim a déle k synchroniza¢nim (nebo automatovym) sitim
postupné klesd modelovaci sila siti, ale soucasné se zlepsuji moznosti a snadnost jejich analyzy. Zda se, ze
volné sité predstavuji idealni kompromis mezi obéma protichudnymi tendencemi.

o0 1

Automatova sit’: zadny paralelismus Synchronizaéni sit’: zadna volba

Obr.2.4.0.a

4. Definici volné sit¢ mizeme ekvivalentnim zptisobem formulovat také takto: Pro kazdou hranu (p,f) vedouci

z mista p do prechodu ¢ plati: z kazdého misto p’ €t mifi hrana do kazdého pfechodu ¢’ ep®. Tento tvar definice
ilustruje obr.2.4.0.b.

pl p2 p3

Sit’ s volnym vybérem:
ptechody tl1, t2 jsou proveditelné
vzdy soucasné

Obr.2.4.0.b
Priklad 2.5.1:

Na obr.2.4.1.a je zobrazena automatova a na obr.2.4.1.b synchronizac¢ni sif. VSimnéme si, ze se jednd o
navzdjem dudlni Petriho sité¢. VSimnéme si rovnéz, ze zobrazeni pfechodl automatové sité je nadbytecné - pomoci
symboli t1,t2,...,t6 mizeme ohodnotit pfimo hrany spojujici mista. Ziskame tak diagram kone¢ného automatu

(Castecného).
>

tl 2 t5
p.
Y ?

1
3 4 Automatova sit’ p4  Synchronizaéni sit

2 to
/
p3 Obr.24.1.a

Na obr.2.4.2.a, b jsou zobrazeny sité¢ s volnym vybérem. VSimnéme si, Ze tyto sité jsou navzajem dualni.

p2 2
2 p2
pl tl tl pl
t3 3
p3 t3
Obr.2.4.2.a Obr.2.42b

p6

Obr. 2.4.1.b
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Obycejné Petriho sité

Véta 2.4.1:

Obycejné Petriho sit¢ (OPN) maji stejnou modelovaci schopnost jako zobecnéné Petriho sité (GPN).
Ke kazdé GPN existuje ekvivalentni OPN, ktera ma totéz chovani a tytéz vlastnosti jako ptivodni GPN.

Dukaz:

Vysvétlime pouze zpisob konstrukce ekvivalentni OPN <P’ T’,I’,0°,M,’> k dané GPN <P, T,1,O,M>.
P1i konstrukcei postupujeme tak, ze kazdé misto pe P sit¢ GPN rozvineme v podsit sit¢ OPN. Nejdfive ur¢ime
maximum m_ z nasobnosti vSech hran incidentnich z danym mistem p. Napf. pro misto p zobrazené na obr.2.4.3.a
(resp. na ekvivalentnim obrazku 2.4.3.b) je to ¢islo 3. Misto p pak nahradime jednoduchou cyklickou podsiti
obsahujici m, mist a m, pfechodi. Napt. pro misto p z obr.2.4.3.a je to podsit tvofena misty p;,p,,p3 a pfechody
F1,F5,r'3 Vyznacend na obr.2.4.3.c. Nakonec spojime vstupni a vystupni pfechody uvazovaného mista p s misty
D1-P2,P3 Podsité libovolné, ale tak, aby vSechny hrany byly jednoduché (s nasobnosti 1). Na obr.2.4.3.c je ukdzdno
jedno takové spojeni pro situaci z obr. 2.4.3.a. Je-li n€ktery z vystupnich pfechodi #;,, proveditelny v situaci
na obr.2.4.3.a, pak ve vyznacené podsiti na obr.2.4.3.c se vzdy mohou tokeny v mistech podsité rozmistit tak, aby
byl pfislusny prechod také proveditelny.

Obr. 2.4.3.a Obr.2.4.3.b

Pro popis vlastnosti automatovych a synchronizac¢nich siti se nam budou hodit nasledujici pojmy a notace.

Definice 2.4.2:
Cyklem v PN-struktufe nazveme slovo
€= PP PmlmP )
nad abecedou PUT, kde p(i)eP, L)€ Tproi=12,..n a
Py=Pu+1) N (VDIPG ltp)] A (VDI i1y €O )]
Budeme predpokladat, ze cykl je jednoduchy, tj. ze vSechny piechody cyklu jsou rizné a stejné tak i mista, s jedinou
vyjimkou mist p(, a p, ). Mnozinu vsech cykli dané PN-struktury oznacime pismenem C.
P-nosicem cyklu c nazveme mnozinu
P, = {peP: p se vyskytuje v slové c}
a T-nosi¢em cyklu c nazveme mnozinu
T, = {teT: t se vyskytuje v slové c}.

Symbolem n,,(c) oznacime pocet tokenii v cyklu c pii znaceni M, tj.
(€)= 2pep M(p)
a symbolem Cp mnoZinu v§ech cykli, jejich? nosice obsahuji misto p, tj.

Cp = {ceC: peP,}.
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Zapisem x—y oznacime skutecnost, ze v siti <P,T,I,0> vede z uzlu x (mista nebo pfechodu) do uzlu y
(pfechodu nebo mista) orientovana cesta.

Automatove sité

Véta 2.4.2:
Automatové sité se vyznacuji nasledujicimi vlastnostmi:

(1) Jsou konzervativni, tj. plati

(VMeRS(MQ)[X,cp M(D) = 2, cp My(®)].
(2) Jsou omezené.

(3) Je-li Zpe pMy(p) = 1, pak je sit bezpecnd.
(4) T-nosic¢ kazdého cyklu potencialné vytvari repeticni komponentu sité.

(5) Je-li sit silné souvisla a pocatecni znaceni je nenulové, pak je automatova sif ziva.

Dukaz:

(1) Plyne z faktu, ze provedenim libovolného prechodu se pocet tokent v siti neméni (token se presune z jediného
vstupniho mista pfechodu do jediného vystupniho mista).

(2) Je dusledkem konzervativnosti.
(3) Je disledkem konzervativnosti.

(4) Provedenim vsech prechodii T-nosice cyklu se obnovuje puvodni znaceni. Je-li proveditelny jeden prechod z
T-nosice cyklu, pak jsou proveditelné vSechny pfechody T-nosice.

(5) Je-li pocatecni znaceni nenulové, pak je proveditelny aspon jeden prechod sité. V dusledku silné souvislosti
sité, muze byt pak kdykoliv (ne vsak vzdy okamzité) proveden kterykoliv prechod site.

Synchronizacni sité

Priklad 2.4.2:

Na obr.2.4.4-6 jsou zobrazeny synchronizacni sité, ukazujici jak Ize synchronizovat dva procesy, z nichz
jeden lze interpretovat jako produkujici a druhy jako konzumujici produkty jistého druhu. Pfechod #; reprezentuje
expedici, #, produkci, #; prejimku a #, konzumci vyrobku.

Na obr.2.4.4 je znazornéna nejméme tésna vazba mezi obéma procesy: spotiebovat nelze vice nez je
vyprodukovéno. Sif obsahuje cykly s ndsledujicimi P-nosici: {p,p,}, {P3.04}-

Na obr.2.4.5 je zobrazena tésnéjsi vazba: dalsi vyrobek lze expedovat teprve tehdy az predchozi byl
zkonzumovén. ZvétSenim poctu tokenil v misté ps miizeme modelovat vyrobu na sklad s omezenou kapacitou
skladu. Sit obsahuje cykly s nésledujicimi P-nosici: {p,p5}, {P3.P4}, {P5:D6} -
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produkujici onzumujici

proces

Obr. 2.4.4

onzumujici
proces

Iee

Konecné na obr.2.4.6 je zobrazena jesté t€snéjsi vazba: dalsi exemplaf vyrobku muze byt produkovéan az po
konzumaci predchoziho exemplafe. Sif obsahuje cykly s ndsledujicimi P-nosi¢i: {p,p,}, {P3.04}> {P1:P5:P4:P6} -

Obr. 2.4.5

()

onzumujici
proces

p4
Obr. 2.4.6

Véta 2.4.3:
Synchronizacni sité se vyznacuji nasledujicimi vlastnostmi:
(1) Pocet tokenti v kazdém cyklu je konstantni, tj. P-nosi¢ kazdého cyklu potencidlné vytvari konzervativni
komponentu, tj pro kazdy cyklus plati:

(VMERS(M())[”M(C) = I’lMO(C)= n(C)].

(2) Jestlize pocatecni znaceni umistuje do kazdého cyklu aspon jeden token, tj. jestlize
(Vce C)[”Mo(c) >1],
pak je sif zZiva.
(3) Maximalni pocet tokentl, ktery se mize nachazet v daném misté je roven minimu z konstantnich pocti
tokeni kolujicich v cyklech, které se protinaji v daném misté, tj.
(VPEP)[maXMeRS(MO){M(P)} = mincecp{n(c) H.

(4) Jestlize kazdé misto sité patfi k néjakému cyklu s poctem tokent 1, tj. jestlize
(VpeP)3ceO)[peP, A n(c)=1],

pak je sitf bezpecna.

Dukaz:

(1) Kazdé misto v siti, a tedy také v kazdém cyklu sité, ma jediny vstupni a jediny vystupni prechod. Provedenim
libovolného prechodu cyklu se tedy nemiize zménit celkovy pocet tokent v cyklu.

(2) Je-li na pocatku v kazdém cyklu aspon jeden token, pak kazdy prechod, ktery lezi v néjakém cyklu mutze byt
vzdy znovu proveden. Uvazujme prechod,ktery nepatii do zddného cyklu. Takovy prechod lezi na néjaké ceste,
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ktera bud za¢ina pfechodem patiicim do néjakého cyklu a nebo pfechodem, ktery nema vstupni misto. V obou
pripadech muze byt uvazovany piechod opakované provadén.

(3) Uvazujme misto, které patii do nékolika cykli sité. Podle (1) zistava pii evoluci sité pocet tokent v kazdém
cyklu konstantni a tedy mize byt maximalné rovno této konstanté. To plati pro kazdy cyklus prochdzejici
danym mistem a tedy maximalni pocet tokentl, které se v daném misté mohou nachazet musi byt roven minimu
z téchto konstant.

(4) Tvrzeni je jednoduchym dusledkem vlastnosti (3).

Platnost vSech tvrzeni véty 1ze nazorné demonstrovat na prikladech synchronizacnich siti uvedenych v pt
ikladu 2.4.2.

Sité s volnym vybérem

Véta 2.4.4:
(Commoner’s Theorem) Pro volné sité plati:
Kazdy zamek sité obsahuje past s aspon jednim tokenem. < Sif je zZiva.

Dikaz:

Uplny a piesny diikaz je trochu komplikovany. Omezime se proto jenom na hlavni ideu diikazu (a to jenom
ve sméru: <=). Pfechod majici vstupni misto v zdmku nemuize byt proveden, jestlize je zdmek prazdny
(tj. neobsahuje-li zadny token). Z toho vyplyva, Ze sit obsahujici zamek, ktery muaze pfi evoluci sité ztratit vSechny
tokeny, neni ziva. K tomu, aby se tokeny nemohly ze zamku nikdy vytratit, postaci bude-li kazdy zdmek obsahovat
past s aspon jednim tokenem.

Priklad 2.4.3:

Platnost véty budeme demonstrovat na tfech jednoduchych prikladech: 1) automatové siti,
2) synchronizacni siti a 3) volné siti, ktera neni ani automatova ani synchronizacni.

1) Na obr.2.4.7 je zobrazena automatova sit, ktera evidentné neni Zivd (provedeni sekvence t;t4, nebo t,ts
vede dokonce k uzamceni systému). Z pohledu véty 2.4.4 dojdeme k témuz zdvéru takto: podmnozina P’={p;,p,} je
zamek, ktery neobsahuje zZddnou past (natoz pak past s aspon jednim tokenem). Pro uplnost vypisme vsechny
zamky a pasti zobrazené sité:

° NeterIalm Zémky: {p17p2 } s {p37p4 } s {p17p29p3 } .
Trividlni zdmek: {p|,p,,03.04}-
e Netrivialni pasti: {p,}, {P3.04}, {P1:P2:P4}-

tl

PE
:@

|
P t4

) p3 p4

5
O [F Obr. 2.4.7

2) Na obr.2.4.4 je zobrazena synchronizaéni sit, ktera je evidentné Zivd. Zjistime to bud stavovou analyzou,
nebo na zdkladé tvrzeni (2) véty 2.4.3. Z pohledu véty 2.4.4 dojdeme k témuz zavéru takto: kazdy ze zamku {p,p,},
{P3:04}, {P1:P2P5} obsahuje jednu ze dvou pasti {p,,p,}, {p3.p4} z nichzZ kazda obsahuje aspon jeden token.
3) Na obr.2.4.8 je zobrazena volna sif, kterd obsahuje netrividlni zdimky {ps,pg}, {P4.P5.Pg}, neobsahujici
zadné pasti (natoz pasti s aspon jednim tokenem). Sif tedy neni, podle véty 2.4.4, ziva.
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N\
_J

ST

K stejnému zavéru dojdeme metodou stavové analyzy (viz tab.2.4.1 a obr.2.4.9) :

tl | 22 [ 3| t4 |5 MO M1 M2 M3 M4 M5
pl 1(-1] 1] 0] 0 1 0 0 1 0 0
p2 0| 1]|-1]0]|O0 0 1 1 1 1 2
p3 o| 1] 0]|-1]|]O0 0 1 0 0 0 1
p4 0| 0] -1 1 0 0 0 0 1 0
p5 0| 0| O0]-1]1 1 1 0 0 1 0
p6 -1 0o 0] 1]-1 0 0 1 0 0 0
t2->Ml1 | 4>M2 | t15>M3 | 25MS5 | t3->MO | ___
t5—>M4
Tab. 2.4.1.

Provedenim sekvence prechodil #,4¢,¢, dospéjeme z pocate¢niho znaceni (1,0,0,0,1,0) do znaceni (0,2,1,0,1,0),
ve kterém neni Zadny pfechod proveditelny. Sit obsahuje deadlock a tedy neni ziva.
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2.5. Hierarchicka syntéza Petriho siti

Dosud nebyla predpokladana zadna vnitfni struktura mist nebo pfechodu Petriho sité. V této kapitole
k dané siti) a na druhé strané cela dana sif muze byt pojimana jako jediné misto nebo jediny prechod sité
hierarchicky vyssi vzhledem k dané siti.

S touto predstavou souvisi predstava, ze kazdou Petriho sif 1ze ziskat z jisté vychozi trividlni sité jejim
postupnym rozvijenim, tj. nahrazovanim jejich mist a prechodi zpodrobnujicimi sitémi. Dodrzuji-1i se pfi tomto
rozvijeni jista pravidla, potom rozvijené Petriho sit¢ maji v kazdé fazi svého rozvoje zachovany jisté zadouci
vlastnosti (napf. jsou “spravné” - viz nasledujici definice 2.5.1)

V této kapitole se budeme zabyvat pouze vybranymi hierarchiza¢nimi konstrukty (substituce mist a
prechodt specidlniho typu) a to pouze pro specidlni typ Petriho siti (obycejné Petriho sit¢). Pozdeji budeme pouzivat
§irsi sadu hierarchiza¢nich konstruktt a to pro podstatné obecnéjsi typy Petriho siti (barevné sité).

Definice 2.5.1:
Obycejnou Petriho sif nazveme sprdvnou (korektni) siti jestlize je soucasné bezpecna, zivd a reverzibilni, tj.
plati-li soucasné:

(1) (VpeP)(VMeRS(M))[ M(p)<1] (bezpecnost),

) (VieT)EM,M’ eRS(M)[ M[t>M’ ] (Zivost),

(3) (VMM eRS(My)@oe T Mic>M’ ] (reverzibilita).
Poznamky 2.5.1:

1. O spravnosti pfedloZené Petriho sité se 1ze pfesvédcit nalezenim mnoziny RS(M,)), setrojenim grafu, setrojenim
grafu dosazitelnosti RG a provedenim stavové analyzy podle véty 2.2.1. Protoze sif o n mistech ma nejvyse 2"
bezpecnych znaceni, je algoritmus zjisfovani spravnosti sit¢ konecny. S rostoucim poctem mist muze pocet
jeho kroki exponencidlné vzristat, coz podstatné omezuje moznosti stavove analyzy pfi provérovani spravnosti
Petriho sité.

2. Poznamenejme, Ze podminka zivosti (2) uvedena v definici 2.5.1 je slabsi nez podminka zivosti uvedena
v definici 2.2.3:

4) (VteT)(VMeRS(My))3EM’ , M’ eRS(M))[ M’[t>M"" ].
Silngjsi podminka (4) vSak vyplyva z konjunkce podminek (2) a (3).

3. Déle bude vylozena metoda konstrukce Petriho sité, ktera jiz svou podstatou zarucuje spravnost vysledné
(libovolné¢ slozité) sité. Obtizny test spravnosti vysledné sité je pak zbytecny.

Definice 2.5.2:

Elementdrni sit je sif sestavajici z jediného mista obsahujici jeden token, z jediného pfechodu, z hrany od
mista k pfechodu a od pfechodu k mistu, tj.sit <P,T,1,0,My>, kde P={p}, T={t}, I()=O(t)={p}, My(p)=1
(viz obr.2.6.5).

p-modul (p-blok) je sit <P,T,I1,0O,M>, ktery ma vy¢lenény dv¢ neprdzdné podmnoZiny mnoziny mist P:

mnozinu vstupnich mist P, a mnozinu vystupnich mist P . Pfedpokldda se (VpeP;,){ M(p)=0].

out*

t-modul (t-blok) je sit <P,T,1,0,M,>, ktery ma vyclenény dvé neprazdné podmnoziny mnoZiny
pfechodd T: mnozinu vstupnich pfechodii 7}, a mnozinu vystupnich pfechodii T, ;.

Substituce p-modulu N=<P,T,I,O,My> za misto p e P’ sité
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je operace, kterd vytvari sit

N'=<PT’I'0’,M,’>

N”=<P”,T”,I”,O”,MO”>,

kde
P = (P’-{ps})P,
T’ =T1T0UT,
r'e=I10 pro teT,
=00 teTAtepg,
=P teT Atep®,
O’ (1) = O(r) pro teT,
=0(t) teT A tep,,
=P, teT A tep,,
M(p) = M(p) pro pe(P-Py),
= M) pe(P-ip,h,
=M (py) pEP;,.

Substituce t-modulu N=<P,T,1,0,M> za ptechod t e T" sité

je operace, ktera vytvari sit

N’=<P’,T’,I’,O’,MO’>

N”=<P”,T”,I",O”,MO”> ,

kde
P’ =P UP,
= (T-{t,HhT,
ro=reo pro teT,
=1() teT nteTy,
="t teT nteTy,
O’ =00 pro teT,
=0 teTntgT .,
=t teTAteTyy,
M’ (p) = M(p) pro pePp,
=M (p) pepP’
p-modul (t-modul) je sprdvny, jestlize jeho substituce do elementarni sité vytvari spravnou sit.
Poznamky 2.5.2:
1.  Formalné muzeme p-modul definovat jako trojici
<<P,T.L,O,My> Py, P>
a t-modul jako trojici
<<P,LLOMy> TiyTyy>
kde <P,T,1,0,M> je obycejna Petriho sit a P, ,P_ .€P, T, T, cT.
2. Neformalné vyjadieno, operace substituce p-modulu odstratiuje ze sit¢ N’ misto pg a nahrazuje jej

p-modulem N tak, Ze vSichni bezprostfedni pfedchiidci mista p se stanou vstupnimi pfechody pro libovolné
vstupni misto p-bloku N a vSichni bezprostfedni naslednici mista p se stanou vystupnimi pfechody pro
libovolné koncové misto p-bloku N. Pfitom znaceni v§ech mist zlistane beze zmény s vyjimkou vstupnich mist
substituujiciho p-bloku N, kterd vSechna pfevezmou znaceni substituovaného mista p,. Situace je zobrazena
na obr.2.5.1.
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vysledna sit’ N"

sit' N' s mistem Py

Obr. 2.5.1

3. Podobné, operace substituce t-modulu odstraiuje ze sit¢ N* pfechod ¢, a nahrazuje jej t-modulem
N tak, Ze vSichni bezprostfedni pfedchiidci pfechodu ¢, se stanou vstupnimi misty pro libovolny
vstupni pfechod t-modulu N a bezprostiedni ndslednici pfechodu #; se stanou vystupnimi misty
pro libovolny vystupni pfechod t-modulu N. Pfitom znaceni vsech mist sit¢ N’, jakoz i bloku N,
zUstane beze zmény. Situace je zobrazena na obr.2.5.2.

ysledna sit’ N"

sit’ N' s pfechodem tg

Obr. 2.5.2

Priklad 2.5.1:

Na obr.2.5.3 je zobrazen p-modul (s vyzna¢enymi mnoZinami P, ,P_ ) a na obr.2.5.4 t-modul
(s vyznacenymi mnozinami T} ,T, ). Zjistime, zda zobrazené moduly jsou spravné. Po dosazeni p-modulu do
elementarniho cyklu (viz obr.2.5.5) za misto p, ziskame sif zobrazenou na obr.2.5.6 a podobné po dosazeni t-modulu
za prechod ¢ elementarného cyklu ziskame sit zobrazenou na obr.2.5.7. Analyza téchto siti je provedena v tabulkach
tab.2.5.1-2. Prislu$né grafy dosazitelnosti jsou zobrazeny na obr.2.5.8 a 2.5.9. Z téchto grafui vyplyva, Ze ob¢ sité

z obr.2.5.6-7 jsou spravné a tedy také oba moduly z obr.2.5.3-4 jsou rovnéz spravnd.

(o) Obr.2.55
p

out |
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Obr. 2.5.6

Obr. 2.5.7

tl t2 t MO Ml M2
pl -1 0 1 1 0 0
p2 0 -1 1 1 1 0
p3 1 -1 0 0 1 0
p4 1 0 -1 0 1 1
p5 0 1 -1 0 0 1
t1->M1 t2—>M2 t—>MO
tl 2 t3 t4 t5 t6 MO M1 M2
p -1 -1 0 1 1 1 0 0
pl 1 0 1 - -1 0 0 1 0
p2 0 1 -1 0 -1 0 0 1
t1->M1 t4—>M2 t3—>M1
t2—>M2 t5—>MO0 t6—>MO
2 Obr. 2.5.8 “ Obr. 2.5.9
tl 6 t4
Cw o e (e
t5
Definice 2.5.3:
pt-sit je induktivné definovana takto:
(1) Elementérni sit je pt-sif.
(2) Sif vznikla z pt-sité substituci spravného p-modulu je rovnéz pt-siti.
(3) Sit vznikla z pt-sité substituci spravného t-modulu je rovnéz pt-siti.
(4) Jiné pt-sité, nez podle bodi (1),(2),(3), nejsou.
Véta 2.5.1:
Petriho sit je pt-siti. << Petriho sif je spravna.
Dikaz:
1. Nejdrive dokazeme, ze kazda Petriho sif, ktera je pt-siti, je spravnd. K tomu je zapotiebi dokazat:

(1) Elementérni sit (viz obr.2.5.5) je spravna.
(2) Substituci spravného p-modulu za misto spravné sité vznikne spravna sit.
(3) Substituci spravného t-modulu za prechod spravné sité vznikne spravna sit.

Tab. 2.5.1

Tab. 2.5.2
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Ad (1):

Bezpecnost, zZivost a reverzibilita elementarni sité je bezprostredné ziejma.

Ad 2):

Dokazeme, Ze substituci sprdvného p-modulu N za misto p, spravné sité N* vznikne spravnd sit N** - viz
situace zobrazena na obr.2.6.1.

1.

2.
3.
4

®

10.

11.

12.
13.
14.
15.

Ad (3):

N’ je spravna sit. (predpoklad)

N je spravny p-modul. (pfedpoklad)

N’ je bezpecna. (plyne z 2.)

M’ (py)=1 => zadny pfechod z °p, nemiize byt proveden dfive nez néktery z pfechodti z p*
(plyne z 3.)

Sit, ktera vznikne po dosazeni p-modulu N do elementarni sité, je bezpecna, reverzibilni a ziva.
(plyne z 2.)

Pii provddéni p-modulu N se tokeny presunou z P;, do P
modulu neni nikdy vétsi nez 1.

Sit N’ je bezpec¢na (plyne z 3.,4.,6.)

N’ je reverzibilni (plyne z 1.)

(VM eRS(M’p))[M’—M’], tj. kazdé dosazitelné znaceni miize byt v siti N’ vZdy znovu dosazeno.
(plyne z 8.)

M(p)=1 = (M, —>M";, ,kde M”* . (resp. M’’; ) je znaCeni sité N°* shodné se znaCenim M’
sit¢ N’ s tim, Ze vSechna mista z P, (resp. P;) obsahuji tokeny (plyne z 9.).
(VMeRS(M; ) IM—M, ], tj. z kazdého dosazitelného znaceni M bloku N lze dosdhnou k
oncového znaceni M, (vSechny tokeny jsou v P_ ) (plyne z 5.).

Sit N*’ je reverzibilni (plyne z 10.,11.)

Sit N’ je ziva. (plyne z 1.)

Sit N’ je ziva. (plyne z 12.,13.,5.)

Sit N*’ je spravna. (plyne z 7.,12.,14. - mélo byt dokdzano)

tak, ze pocet tokent v zadném misté

Oobdobné jako v pripadé (2).

2. Dokéazeme, ze kazda spravna sit N je pt-siti. Nalezneme v siti N takovy prechod ¢, jehoz vSechna vystupni
mista obsahuji token a jehoz vSechna vstupni mista token neobsahuji. Takovy pfechod vzdy existuje aspon
jeden, protoze kazdy prechod spravné sité je vzdy proveditelny a popsana situace je situaci po provedeni

prechodu ¢. Zbylou ¢ast sité (vzniklou ze sité N odebranim pfechodu ¢ a hran s nim incidentnich) vytvari
p-modul, ktery je spravny, protoze jeho dosazeni do elementarni sité vytvari spravnou sif N. Sit N tedy vznikl
adosazenim spravného modulu do pt-sité (elementdrni sité) a je tedy pt-siti.

Priklad 2.5.2:

Na obr.2.5.10 je ilustrovan zpasob konstrukce spravnych siti pomoci pt-siti. Vychazime z elementarni sité
zobrazené na obr.2.5.5. Substituci p-modulu, definovaného obrazkem 2.5.3, za misto p elementarni sité¢ ziskame sit
zobrazenou na obr.2.5.6. Substituci #-bloku, definovaného obrazkem 2.5.4, za misto t2 sité z obr.2.5.6 ziskame sif
zobrazenou na obr.2.5.10 (timto zpisobem muzZeme pokracovat dale, tj. v siti z obr.2.5.10 substituovat za zvolené
misto nebo prechod p- nebo t-modul, atd.). Jestlize jsme vzdy do spravné sité substituovali spravny modul je
vysledkem opét spravna sif. Aniz bychom sif na obr.2.5.10 analyzovali, muZzeme prohlasit, Ze je spravna a rovnéz
také p-modul na obr.2.5.11.
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Obr. 2.5.10 Obr. 2.5.11

Poznamky 2.5.3:

1.

Kazdy p-modul 1ze prevést na ekvivalentni bipoldrni p-modul, tj. na p-modul vlastnosti |P
(s jedinym vstupnim a jedinym vystupnim mistem). Tato transformace je pfedvedena na obr.2.5.12.

1A |Pyyl=1

inl=

transformovany p-modul

pivodni p-modul / pivodni p-modul -
PPN N | ~~ / \
, [ AL / \
I ) | \
[N B ) (H)!
‘P ‘\7/\ — o/ | \ ey
“out ‘ ! !
N . - < out,
NN N ~ ’
~_ \ ! -
77777777777 - Obr. 2.5.12

2. Kazdy t-modul lze pfevést na ekvivalentni bipoldrni t-modul, tj. na t-modul vlastnosti |T; |=1 A |T =1

s jedinym vstupnim a jedinym vystupnim pfechodem). Tato transformace je pfedvedena na obr.2.5.13.

transformovany t-modul

ptivodni t-modul
|
A |
::N\U D/)—>)—>ﬂ
|
! [
! !

\

Obr. 2.5.13

Véta 2.5.2:

(D
@

3
4
©)

P-modul N = <<P,T,,O,My>,P,, P, > je spravny, jestlize plati soucasné:
p-modul N je acyklickou (tj. neobsahujici cykl) synchronizaéni siti,
pocatecni znaceni vSech mist je nulové, tj.
(VpeP)[My(p)=0],
vstupni mista modulu nemaji v siti N Zzadné vstupni pfechody, tj.
(VpePy)l'p=49),
vystupni mista modulu nemaji v siti N zadné vystupni pfechody, tj.
(vpepout)[p.=®]9
kazdé misto a kazdy pfechod lezi na orientované cesté, ktera vede vede z nékterého pocatecniho do nékterého
koncového mista, tj.
(Vve(PUD(@p,eP,)3peP, )P, —v—p4l,
kde zdapis x—y znaci, ze z uzlu x vede do uzlu y v siti <P,T,I,0> orientovana cesta.
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Dukaz:

Necht p-modul <<P,T,1,0,My>,P; P > spliiuje podminky (1)-(5). Dosadime tento modul do elementarni
sité a dokdzeme, ze tak vznikne spravna sif. Po dosazeni obsahuji vSechna vstupni mista p-modulu po jednom
tokenu. Vzhledem k tomu, Ze p-modul je synchronizaé¢ni siti, nemtize dochazet ke konfliktiim pfi provadéni
prechodu. Protoze se jedna o acyklickou sif, nemohou se tokeny “vracet”, ale mohou se pouze pohybovat “zleva
doprava”, dokud neskon¢i ve vystupnic mistech p-modulu. Pritom vzhledem k vlastnosti (5) musi kazdym mistem
a kazdym prechodem p-bloku “projit” néjaky token. Po provedeni prechodu vychozi elementarni sité se vraci celd
sif do pivodniho znaceni. Kazda cesta z pocate¢niho do koncového mista se po provedeni tohoto prechodu uzavira
v cykl a v kazdém cyklu je pocet tokent konstantni a roven jedné. Cela sif, vznikld dosazenim p-bloku do
elementarni sité je tedy bezpecna, reverzibilni a ziva, tj. spravna.

Véta 2.5.3:

T-modul N = <<P,T,,O,My>,T,,
(1) t-modul N je automatovou siti,
(2) pocatecni znaceni vsech mist je nulové, tj.

T,

out™ J€ spravny, jestliZe plati souCasné:

(VpeP)[My(p)=0l,
(3)  vstupni pfechody modulu nemaji v siti N zadnd vstupni mista, tj.
(VteT,)[*t=],
(4)  vystupni prechody modulu nemaji v siti N zadna vystupni mista, tj.
(VteT, [t*=],
(5) kazdy prechod a kazdé misto lezi na orientované cesté, ktera vede vede z nékterého pocatecniho do nékteré¢ho
koncového prechodu, tj.
(Yve(PUT)(3t,eT, )3T, ), >v—t],
kde zapis x—y znaci, ze z uzlu x vede do uzlu y orientovana cesta.

Dukaz:
Necht t-modul <<P,T,1,0,My>,T;,Tq,¢> spliiuje podminky (1)-(5). Dosadime tento modul do elementdrni

n’
sité a ukazeme, Ze tak vznikne spravna sit. Dosazenim vznikne silné souvisla automatova sit, ve které pouze jediné
misto - misto vychozi elementdrni sité - obsahuje token. Do substituovaného t-modulu vnikne prostfednictvim
nékterého vstupniho prechodu modulu a vzhledem ke konzervativnosti automatové sité, bude se v siti nachazet vzdy
jen jeden token. Tento jediny token muze t-modul opustit pouze prostiednictvim néjakého vystupniho prechodu
t-bloku. Sit je tedy bezpecnd a reverzibilni. Vzhledem k vlastnosti (5) kazdy pfechod muze byt opakované proveden

.Sif je tedy i ziva. Podle definice je tedy t-blok bezpecny, Zivy a reverzibilni, tj. spravny.

Poznamky 2.5.4:

1. Provéfit podminky (1)-(5) véty 2.5.2 nebo véty 2.5.3 je zpravidla podstatné snazsi a rychlejsi nez provéfit spra
vnost bloku na zékladé definice a pomoci konstrukce grafu dosazitelnosti (viz pfiklad 2.5.1 a 2.5.3).

2. Obracena tvrzeni k tvrzenim vét 2.5.2 a 2.5.3 neplati. Podminky (1)-(5) jsou pro spravnost bloku pouze
postacujici, nikoliv nutné.

Priklad 2.5.3:

P-modul z obr.2.5.3 je spravny modul podle véty 2.5.2 a t-modul z obr.2.5.4 je spravny modul podle
véty 2.5.3.

Véta 2.5.4:
Bipolarni p-blok N = <<P,T,1, O,M0>,pin’ Dout™ j€ spravny, jsou-li spInény nasledujici podminky:
(1) sit N je automatovou siti,
(2) pocatecni znaceni vSech mist je nulové, tj.
(VpeP)[My(p)=0],



| Markl: Hierarchicka syntéza Petriho siti /nnpn25.doc/ Strana 8

(3) kazdy uzel sité (pfechod nebo misto) lezi na né¢jaké cesté
z pocatecniho do koncového mista, tj.

(Yve(PUD)[pi—V—Poyl-

Dukaz:

Vydélime-li z bipolarniho p-modulu vstupni a vystupni misto, ziskame multipolarni t-modul - viz obr.2.5.1
4. Spliuje-li p-modul podminky

Obr.2.5.14

bipolarni p-modul

multipolarni t-modul
R (R spliyjici podminky  fP—a=>X) """} - A==

(1)-(3) vety 2.5.4, pak vnitini multipolarni t-modul spliiuje podminky (1)-(5) véty 2.5.3. Vnéjsi bipolarni p-modul je
potom spravny, nebot po dosazeni do elementarni sité vytvari spravnou sif.

Véta 2.5.5:
Bipolarni t-modul N = <<P,T,1,O,M>,t, .t > je spravny, jsou-li spInény nasledujici podminky:
(1) sit N je acyklickou synchronizacni siti,
(2) pocatecni znaceni vSech mist je nulové, tj.
(VpeP)[My(p)=0],
(3) kazdy uzel (pfechod nebo misto) sité lezi na néjaké cesté z
pocétecniho do koncového prechodu, tj.
(Vve(PUD)[ty, vty

Diikaz:

Vydélime-li z bipolarniho t-modulu vstupni a vystupni prechod, ziskame multipolarni p-modul - viz
obr.2.5.15. Spliuje-li t-modul podminky (1)-(3) véty 2.5.5, pak vnitini multipolarni p-modul spliuje podminky
(1)-(5) vety 2.5.2. Vnéjsi bipolarni t-modil je spravny, nebot po dosazeni do elementdrni sité vytvafi korektni sit.

multipolarni p-modul
- spliiujici podminky

Priklad 2.5.4:

Na obr.2.5.16 jsou zobrazeny ctyfi bipolarni t-moduly predstavujici zakladni fidici programové konstrukty:
sekvenci, alternativu, iteraci a paralelismus. VSechny tyto t-moduly jsou spravnymi moduly, coz zjistime bud podle
definice spravného modulu a nebo rychleji podle véty 2.5.5 (v piipadé sekvence a paralelismu) a nebo podle
véty 2.5.3 (v pfipadé alternativy a iterace).
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tin=t1 tout =t2

Obr. a) Sekvence

t1

Obr. c) lterace /cykl/ Obr. d) Paralelismus Obr. 2.5.16

Definice 2.5.4:
Pt-sité, které vzniknou z elementarni sité opakovanymi substitucemi ¢tyf t-modult uvedenych v prikladu 2.
5.4 nazyvame D-sitémi. P-bloky, které spliuji podminky véty 2.5.2 nebo 2.5.4 nazyvame jednoduchymi p-moduly a
t-bloky, které spliuji podminky véty 2.5.3 nebo 2.5.5 nazyvame jednoduchymi t-moduly.
pt-sité, které vzniknou z elementarni sit€épouze substitucemi jednoduchych p-moduli a t-modult nazyvame
Jjednoduchymi pt-sitémi.

Poznamky 2.5.5:

1. Strukturované paralelni programy (zobecnéni strukturovanych sekvencnich programt ve smyslu Duikstroveé)
mohou byt reprezentovany D-sitémi.

2. Naobr.2.5.17 je zobrazen vztah mezi tfidami siti z definice 2.5.4.

jednoduché pt-sité

pt-sité
/spravné sité/

Obr. 2.5.17
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3. Petriho sité a jazyky

3.1. Jazyky Petriho siti

Nejdiive pripomenme nékolik pojmil z teorie jazykl a automat.

Definice 3.1:

Jazyk L nad abecedou A je libovolné zvolend podmnozina mnoziny vSech slov nad touto abecedou, tj.
LcA*, kde A*=A00ALUAZUAB L., AP={e).

Konecny automat FA (finite automaton) je pétice <Q,4, 6,qq,F>, kde Q je neprazdnd kone¢nd mnozind
stavil, A neprazdna kone¢na mnozina vnéjsich symbolil (vnéjsi abeceda), J je zobrazeni QxA—Q (pfechodova
funkce), go€Q (pocdtecni stav) a FCQ (mnozina koncovych stavil).

Jazyk rozpozndvany konecnym automatem FA=<Q,A, 6,qo, F> je podmnozina L(FA) mnoziny vSech slov
nad abecedou A definovana takto:

L(FA)={weA™: & (qyw)eF},

kde & je zobrazeni Q><A*—>Q (zobecnénd prechodova funkce odpovidajici prechodové funkci d).

Definice 3.2:

Ohodnocend Petriho sit (labeled PN - LPN) je trojice

<<P,TLOMy>A,ALMz>,

kde <P,T,1,0,M,> je OPN nebo GPN (obycejna nebo zobecnéna Petriho sif - viz definice 2.4.1 a véta 2.5.1), A je
abeceda, tj. neprazdna kone¢nda mnozina symbolt, A je zobrazeni T—>AU{e} zvané ohodnoceni (labeling) prechod
a McRS(M) je podmnozina mnoziny dosazitelnych znaceni, tzv. mnozina koncovych znaceni.

Jazyk rozpozndvany ohodnocenou Petriho siti LPN=<<P,T,1,0,M,>,A, /1,M1> je podmnozina mnoziny
vsech slov nad abecedou A definovana takto:

L(LPN)={weA": GoeT")@AMeMy[ w=2"(0) A Mylo>M 1},
kde A* je zobecnéné zobrazeni A, tj. zobrazeni T" A" definované takto:
jerli o=t(pyt )t PaK A7 (0)=Alt 1) Alt ) Alt ).

Poznamky 3.2.1:
1. Nekteré specialni pfipady definice ohodnoceni prechodu:

e A=Ta Aje identické zobrazeni.

e Jlje obecné zobrazeni T—A (rizné prechody mohou mit i stejna ohodnoceni).

0 Aje injektivni zobrazeni T—4, tj. plati:
t#t’ = UO#A(t’) (rizné prechody maji vzdy rizna ohodnoceni).
e Jlje obecné zobrazeni T—>AU{e} (pfechody mohou byt ohodnoceny zcela libovolné, nékteré prechody
mohou byt dokonce bez ohodnoceni).

Pokud ohodnocovaci funkce A (#) neni blize specifikovana, predpokladame posledni nejobecnéjsi pfipad.
2. Neékteré specialni pfipady definice mnoziny koncovych znaceni. Mnozina koncovych znaceni aneni libovolné

zvolenou podmnozinou mnoziny RS(M,) vsech dosazitelnych znaceni, ale spliuje jesté jistou dodatecnou

podminku.

e Jazyk typu G. Spolu s kazdym znacenim patii do koncové mnoziny Mfi vSechna vétsi znaceni, tj.
M eMAM’>M = M’ eM;.
e Jazyk typu T. Mnozina koncovych znaceni je rovna mnoziné uzamceni (deadlocktr) Petriho sité, tj.
MeM; = EM)=0.
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e Jazyk typu P. Mnozina koncovych znaceni splyva s mnozinou vSech dosazitelnych znaceni, tj.
M;=RS(M,).
Tento jazyk se vyznacuje vlastnosti
uvel = uel
(kde u, v jsou slova v abecedé A) a nazyva se proto prefixovym jazykem.
Pokud typ jazyka neni blize specifikovan, pfedpokladdme obecny pfipad, kdy na mnozinu koncovych stavi M,
neklademe zadné podminky. V tomto pripadé hovoiime o jazyku typu L.

3. Ruazné alternativy ohodnoceni pfechodt (viz pozn.1) se mohou libovolné kombinovat s riznymi alternativami
definice mnoziny koncovych znaceni (viz pozn.2).

4. Mnozina vSech sekvenci (posloupnosti pfechodl) spustitelnych z pocatecniho znaceni pfedstavuje prefixovy
jazyk nad abecedou T rozpozndvany Petriho siti <P,T,I,O,M>. Tento jazyk charakterizuje vSechna mozna
chovani uvazované Petriho sité.

5. 'V souvislosti s rozpoznavanim jazyku Petriho sitémi vznikaji dvé ulohy:

e K dané (znacené) Petriho siti nalézt jazyk, ktery je touto siti rozpoznavan, tj. charakterizovat tento jazyk
generativni gramatikou, reguldrnim vyrazem ¢i n€¢jakym jinym zpisobem.

e K danému jazyku (charakterizovanému gramatikou, regularnim vyrazem, vyctem vlastnosti) nalézt
znacenou Petriho sit, ktera jej rozpoznava.

Definice 3.3:

Standardni poédteéni znaceni ohodnocené Petriho sité
<<P,TLOMy>A,A,Mp>
je znaceni M s nasledujici vlastnosti
(3p,eP)[My(py)=1 A(Ype(P-{p,)[Mo(p)=01],

tj. pfi poCdte¢nim znaceni M,y existuje misto p,, které jako jediné obsahuje token (jediny), zatimco vSechna ostatni
mista jsou bez tokend.

Standardni mnoZina koncovych znaceni ohodnocené Petriho sité je pak mnozina Mfs nasledujicimi
vlastnostmi

Mg (M A (Epe P)IM{pp=1 A (Vpe(P-(pA)[M{p)=0lL,

tj. mnozina Mf koncovych znaceni obsahuje pouze jediné znaceni Mf, a to takové, zZe pfi ném jen jediné misto Pr
obsahuje token (jediny) a vSechna ostatni mista jsou bez tokena.

Ohodnocena Petriho sif je ve standardnim tvaru, jestlize jak jeji pocatecni znaceni, tak i mnozina
koncovych znaceni, jsou standardni.

Véta 3.1.1:

Ke kazdé ohodnocené Petriho siti N existuje ekvivalentni ohodnocena Petriho sif N’ ve standardnim tvaru.
Sité jsou ekvivalentni v tom smyslu, Ze rozpozndvaji stejny jazyk, tj. plati

L(N)=L(N).

Dukaz:

Snadno se nahlédne, Ze sif N’ ziskdme ze sité N nasledujicimi dvéma tpravami. Na obr.3.1.1 je ilustrovana
prva konstrukce pfevadéjici obecné nestandardni pocatecni znaceni na standardni. Pfedpoklada se, Ze pfi pocatecnim
znaceni sité N jsou tokeny pouze v mistech py,...p(,) a to v poctu ky,...k,. V ekvivalentni siti N* predstavuji ¢isla
k1,..,k, nasobnosti hran. Provedenim pfechodu za mistem p, vznikne v siti N’ situace odpovidajici poctecni situaci
v siti N.
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W N

.
() Obr.3.1.1

Podobné na obr.3.1.2 je ilustrovana druha konstrukce prevadéjici obecné nestandardni mnozinu koncovych
znaceni na standardni. Na obr. jsou v siti N schematicky zobrazena koncova znaceni vyjadrena skupinami mist, ktera
obsahuji potfebné nenulové pocty tokent (napf. p,...,) s ky.-..k, tokeny). Sit N’ pfedstavuje rozsifeni sité N, které
prevadi rizna nestandardni koncova znaceni sit¢ N na jediné standardni koncové znaceni sité¢ N’ (reprezentované

koncovym mistem Pp- Poznamenejme jesté, Ze mnoZiny mist p(y),...0(; @ T1ys--s1 oy » 0dpovidajici riznym
koncovym znacenim, nemusi byt nutné disjunktni - jak je kvili jednoduchosti vyznaceno na obrazku.

N

J \ _/ obr.312

Priklad 3.1.1:

PopiSeme jazyk charakterizovany Petriho siti zadanou obrazkem 3.1.3. Sif je neznacena, ale mizeme ji
chapat jako identicky znacenou (A=T a A je identické zobrazeni). Na obrazku je zobrazeno pocatecni znaceni, které
je standardni. Za koncové znaceni mizeme definovat opét toto znaceni. Mame tak ohodnocenou Petriho sit ve
standardnim tvaru. Jazyk (nad abecedou {t,,t,,13,14,¢5}) rozpozndvany touto siti je dan reguldrnim vyrazem
(1, (ty+t3t5) +1ot5) ™.

Obr.3.1.3

Zvolime-li za mnoZinu koncovych zna¢eni mnozinu vSech dosazitelnych znaceni RS(M,)) (prefixovy jazyk,
jazyk typu P), pak do jazyka rozpoznavaného Petriho siti patfi vSechna slova popsana regularnim vyrazem
(tl(t4+t3t5)+t2t5)* spolu se vsemi predponami (prefixy) téchto slov. Rozpoznavajici Petriho sif mizeme
transformovat do standardniho tvaru pomoci konstrukce popsané v diikazu véty 3.1.1 - viz obr.3.1.4.
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Obr.3.1.4

Priklad 3.1.2:

Regularni jazyk nad abecedou A={a,b,c} charakterizovany regularnim vyrazem c(a+cb++(ab)*)c
vyjadiime pomoci Petriho sité, ktera tento jazyk rozpoznava. Rozpoznavajici sif ve standardnim tvaru je
na obr.3.1.5. Zptsob konstrukce vyplyva okamzité ze sémantiky pojmut regularni vyraz a znacend Petriho sit.

b —~ a
() Obr.3.15
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3.2. Jazyky PN a Chomského hierarchie

Nejprve pripomeneme nékolik zakladnich pojmu z teorie jazyk.

Definice 3.2.1:
(Generativni) gramatika je ctvetice G=<N,T,S,P>, kde N a T jsou dvé disjunktni konecné abecedy, Se N
a P je kone¢na podmnozina kartézského soucinu (NUT)*N(NUT)*X(NUT)*. Mnozina N se nazyvé abecedou
netermindlnich symbolii (neterminald, proménnych), mnozina T abecedou termindlnich symbolii (terminald,
konstant) a S je poédtecni symbol. Prvky mnoziny P jsou prepisovaci pravidla gramatiky. Prepisovaci pravidla maji
tvar a—f kde o, fe (NUT)* pficemz o obsahuje aspon jeden neterminal.
Jazyk L(G) generovany gramatikou G je mnozina vSech slov v termindlni abeced¢ T, které 1ze odvodit
(derivovat) z pocatecniho symbolu, tj.
L(G)={weT": S="w}.
Podle Chomského klasifikujeme gramatiky (a jimi generované jazyky) v zavislosti na tvaru pfepisovacich
pravidel takto: gramatiku G=<N, T, S, P> nazyvame
e neomezenou (typu 0), jestlize na mnozinu prepisovacich pravidel neklademe zadna omezeni, tj. maji-li
prepisovaci pravidla tvar
aXpf— y,
e kontextovou (typu 1), jestlize vSechna piepisovaci pravidla maji tvar
aXpf— ayp,
kde |/>0 (jedinou vyjimkou muze byt pravidlo S—e, jehoz vyskyt v seznamu pravidel v§ak znamena,
Ze pocatecni symbol S se nesmi nachazet na pravé strané zadného prepisovaciho pravidla),
e bezkontextovou (typu 2), jestlize vSechna piepisovaci pravidla maji tvar
X—>v,
e reguldrni (typu 3), jestlize piepisovaci pravidla maji tvar
X > wY nebo X — w.
Pfipomenime, Ze X,YeN, o, 8 ye (NUT)*, weT".

Priklady 3.2.1:
o Li={a"": n>0}, L,={wwk: weA*}, ... bezkontextové, ale nikoliv regularni jazyky
o Ly={a"b"c™: n>0}, Ly;={ww: weA*}, L,={a"b"c"d™: n>0, m>0}, ... kontextové, ale nikoliv
bezkontextové jazyky
Definice 3.2.2:

PN-jazyk je jazyk, ke kterému existuje LPN (znacend obycejna nebo zobecnéna Petriho sif), kterd jej
charakterizuje (rozpozndva ¢i generuje).

Véta 3.2.1:
Kazdy regularni jazyk je PN-jazyk.

Dukaz:
Dukaz muzeme vést trojim zpusobem podle zptisobu definice reguldrniho jazyka:
1. Regularni jazyk je jazyk, ktery lze ziskat z elementarnich jazyku (J,{e},{a}) uzitim kone¢ného pocétu
regularnich operaci (sjednoceni, zietézeni a iteraci).
2. Regularni jazyk je jazyk, ktery je rozpoznatelny kone¢nym automatem.
3. Reguldrni jazyk je jazyk, ktery je generovatelny regularni gramatikou.

1.ditkaz (na zakladé 1.definice):
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Na obr.3.2.1 jsou zobrazeny LPN ve standardnim tvaru vyjadfujici elementarni jazyky { },{e},{a} (prazdny
jazyk, neprazdny jazyk tvofeny prazdnym slovem, jazyk tvofeny jedinym jednopismennym slovem).

psC) C)pf ps( }%ﬁ_ ;< Sf psC i ( jf

Obr.32.1a {} Obr.3.2.1.b {e} Obr.3.2.1.c {a}

Na obr.3.2.2 jsou zobrazeny tfi zakladni operace pomoci nichz 1ze konstruovat regularni jazyky:
e zietézeni: L=L L,={w: w=uv,ucL, vel,}
e sjednoceni: L=L{UL,={w: weL; v wel,}
e iterace: L=L,"=L,%UL,'UL,2UL30U...={e}UL;UL2UL3U...

L — —1 *
L=1, L, 1 L=L,U L, L=1,
L L
1 2 p e e
P, £ P Ps ks O—f—=) > )pf
( ) = 5() () u
Obr.32.2.a L, Obr.322b L Obr.3.2.2.c

2.diikaz (na zakladé 2.definice):
K jazyku rozpozniavanému automatem FM=<Q,A4, 6,qo, F> nalezneme znacenou Petriho sit
LPN=<<P,T,I, O,M0>,A,/LMf>, ktera tento jazyk reprezentuje. Jednotlivé slozky hledané Petriho sité jsou
definovany takto:
s P=0Q,
. T={tpaq: p,q€Q, acA, g=&p,a)} .... viz obr.3.2.3,
o Lltyg)=1P) Oltya)=1a), Altpg)=a,
e My(qp)=1 .... standardni pocatecni znaCeni,
*  Mg={MeRS(My): (3qeF)[M[9)>01]}.
Z definice T,1,0 vyplyva, Ze Petriho sif je automatova a tedy konzervativni. Pocdtecni znaceni je standardni a

/ kone¢ny automat \ | Petrihosit @ ————- |
i | l a !
o <« O—f1—0
I 1 P *pag a
“ / N | 0br.323
Véta 3.2.2:
Ne kazdy PN-jazyk je regularni, tj. existuje PN-jazyk, ktery neni regularni.
Diikaz:

Takovym jazykem je napi.jazyk L,;={a"b": n>0} nebo L,’={a"b": n>0}, kde n je libovolné celé nezaporné
¢islo. Tyto jazyky nejsou reguldrni protoze nejsou rozpoznatelné zadnym konecnym automatem. Na obr.3.2.4 jsou
zobrazeny znacené Petriho sité ve standardnim tvaru generujici jazyky Ly a L, .

Obr. 3.2.4

Véta 3.2.3:
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Ne kazdy bezkontextovy jazyk je PN-jazykem, tj. existuje bezkontextovy jazyk, ktery PN-jazykem neni
Dukaz:

Dokézeme, Ze takovym jazykem je jazyk L,={ww&: weA™}. Oznaéme |T1=m, |A|=k, [w|=r. Pocet riznych
slov délky r je k”. Ozna¢me symbolem RS (M) mnozinu vSech stavii (znaceni) sité, které jsou dosazitelné
z pocate¢niho stavu M, provedenim sekvence pfechodii o délce r. Ma-li Petriho sif rozpozndvat uvedeny jazyk musi
platit
IRS,(Mg)| = k", *)
nebot jinak by nebylo mozné, aby si sif zapamatovala pomoci riizného znaceni rizna slova w délky r.
Zpracovani slova w délky r znamena provedeni sekvence piechodt o=t(1)--(r) ktera prevadi Petriho sit
ze stavu M,y do stavu M,. Tedy plati (fundamentélni rovnice)
M=M+C.V,,
kde V ;=(vy,Vy,...,,,) T je charakteristicky vektor sekvence s vlastnosti v;+v,+...+v, =r. Plati tedy:
IRS,(My)| < (pocet charakter.vektorti spliiujici vztah v +v,+...+v, =r)=

=(pocet rozkladu prirozeného ¢isla r na m pfiroz. s¢itanct))=

=(r+m-1).(r+m-2)...(r+1)/(m-1).(m-2)...1 <

<(r+m-1).(r+m-2)...(r+1)<

<(r+m)* < k'
Posledni nerovnost interpretujeme ve smyslu (Vk,m)(3r)[(r+m)¥ < k'], coz Ize ovéfit pomoci L’Hospitalova pravidla
(exponencialni funkce roste rychleji nez mocninnd funkce). Plati tedy

IRS,(M)] < K",

coz je ve sporu s (*). Pfi dostatecné velké délce slova w nestaci si zddna PN si toto slovo zapamatovat. Zadna PN
(OPN resp.GPN) tedy nedokéze rozpoznavat jazyk {wwR: wed” }.

Véta 3.2.4:
Existuje PN-jazyk, ktery neni bezkontextovy.

Diikaz:

Takovym jazykem je napi. jazyk Ly={a"b"c": n>0} nebo Ly’={a"b"c": n>0}. Kdyby jazyky L; resp. L;’
byly bezkontextové, pak by byly rozpoznavatelné zdsobnikovymi automaty, to v§ak byt nemohou. Na obr.3.2.5 je
zobrazena znacena Petriho sif ve standardnim tvaru generujici jazyk L; (znaceni a,b,c tii dolnich prechodu) resp. Ly’
(znaceni e, e, e tii dolnich prechodu).

Obr. 3.2.5

Véta 3.2.5:
Kazdy PN-jazyk je kontextovy.

Véta 3.2.6:

Kazdy bezkontextovy jazyk lze reprezentovat pomoci obycejnych Petriho siti s hierarchiza¢nim
konstruktem invokace pfechodu.

Dukaz:
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Bezkontextovy jazyk pracuje s prepisovacimi pravidly tvaru X—a, kde XeN, o, fe(NUT)". Konstrukei
X — o|f (alternativni pravidla, pravidla se stejnou levou stranou) Ize popsat fragmentem Petriho sité zobrazeném
na obr.3.2.6 a konstrukci X — af (zfetézeni slov) fragmentem Petriho sité na obr.3.2.7. Jiné konstrukce
bezkontextové gramatiky neznaji. Slova ¢, f mohou obsahovat neterminaly, véetné neterminalu X. Terminalnimi
symboly jsou oznaceny elementarni nehierarchické prechody a netermindlnimi symboly hierarchické invokované
prechody. Jestlize v pravidle X— « slovo « obsahuje opét neterminal X, pak volani prislusného prechodu je
rekurzivni. Konstrukce Petriho sité reprezentujici bezkontextovou gramatiku je ilustrovana v prikladu 3.2.2.

a

Obr.3.2.6

O na O e O eﬂ Obr.3.2.7

Priklad 3.2.2:

Jazyk vyrokové logiky popsany bezkontextovou gramatikou

S—>plg| (=9 (=9)
Ize charakterizovat sitémi na obr.3.2.8 (vychozi elementarni sif) a 3.2.9 (sif popisujici pfepisovaci pravidlo s levou st

ranou S).
P, S P,
5 f
@ >|] O Obr.3.2.8
[lp
L
nd
L
e ( noee S c
L _/ >|] _/ 1] [I
. )
S S
( O ﬂ — 0br.3.2.9
Véta 3.2.7:

Kazdy neomezeny jazyk (jazyk typu 0, viz definice 3.2.1), tj. jazyk rozpoznatelny Turingovym strojem, lze
reprezentovat bud P/T sitémi s inhibi¢nimi hranami nebo P/T sitémi bez inhibi¢nich hran, ale s prioritami.

Diikaz:
Idea dikazu je naznacena v nésledujicich bodech:
1. Véta: Libovolny rekurzivné spocetny jazyk (= jazyk generovany gramatikou typu O = jazyk rozpoznavany
Turingovym strojem) muaze byt generovéan ¢itacovym automatem.
Diikaz: Viz lit.[3].
2. Definice: Citacovy automat je automat sestavajici z koneéného poétu itacii {x;:1=1,2,...,n} a programu
automatu.
Program automatu je souvisly orientovany graf s jednim vrcholem bez vstupnich hran (operator startu)
a s jednim vrcholem bez vystupnich hran (operator ukoncent). Ostatni vrcholy grafu odpovidaji operatorim
inkrementace Citaci (x;=x;+1) a operatorim dekrementace Citacii (x;=x;-1). Oba tyto operatory mohou mit
libovolny pocet vstupnich hran. Operace inkrementace je vzdy proveditelnd a operator md jedinou vystupni
hranu. Operace dekrementace je proveditelnd a provadi se jen tehdy, je-li x;>0. Piipadiim x;>0 a x;=0
odpovidaji dvé vystupni hrany operatoru. Navic jsou zde operatory tisku pro jednotlivé symboly abecedy
(ptislusny uzel ma libovolny pocet vstupnich hran a jedinou vystupni hranu) a operator nedeterminovaného
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prechodu (s libovolnym poctem vstupnich a dvéma vystupnimi hranami odpovidajicimi dvéma alternativnim
nedeterminovanym pokra¢ovanim vypocetniho procesu).

3. VSechny vyse uvedené operace ¢itacovych automati (s vyjimkou operace dekrementace ¢itace) 1ze realizovat po
moci pfislusnych fragmentt obycejnych Petriho siti. To je patrné z nasledujiciho obr.3.2.10.

e

o | <= O

(S € €
Obr.3.2.10

4. Operaci dekrementace citace 1ze realizovat pomoci Petriho siti s inhibi¢nimi hranami nebo pomoci Petriho siti
s prioritami. To je patrno z nasledujiciho obr.3.2.11.

e e €
vys$si pr.
=0 =0 x>0 x=0 x<>0

Fragment programu
¢itacového automatu Fragment Petriho si¢ s inhibitory Fragment Petriho si¢ s prioritami

Obr.3.2.11

Véta 3.2.8:

Kazdy neomezeny jazyk (jazyk typu 0), tj. jazyk rozpoznatelny Turingovym strojem, lze reprezentovat
barevnymi Petriho sitémi pracujicimi s nekonecnou mnozinou barev (s datovymi typy pfedstavujicimi nekonecné
mnoziny hodnot).

Dukaz:

Kterykoliv matematicky stroj (kone¢ny automat, zasobnikovy automat) a tedy také Turinguv stroj lze
popsat definicemi nasledujicich objekti (pojmu) :

e pojmu konfigurace - stavu vypoctu provadéného strojem,

e pojmu pocatecni konfigurace,

e pojmu koncové konfigurace (Zadnd instrukce stroje neni k této konfiguraci aplikovatelnd, podle stavu procesoru
muze byt ukonéeni vypoctu rizné interpretovano (napfi. vst. slovo pfijato - nepfijato)),

e pojmu instrukce stroje (aplikovatelnost instrukce k dané konfiguraci, aplikace instrukce vede k nové
konfiguraci),

e struktury instrukce jako relace typu zobrazeni, leva ¢ast instrukce obsahuje: stav procesoru stroje (kod
instrukce) pripadné identifikaci relevantni ¢asti paméti (operand, operandy)) , prava ¢ast obsahuje: nasledujici
stav procesoru stroje (kod instrukce) a pripadné identifikaci nasledujici relevantni ¢asti paméti.

VSechny stroje mohou byt reprezentovany barevnymi Petriho sitémi o spole¢né struktufe. Lisi se pouze
typy tokent kolujicimi v siti, jejichz struktura a hodnota reprezentuje strukturu a hodnotu konfiguraci pfislusnych
stroju. Prechody predstavuji instrukce ménici hodnotu konfiguraci. Schéma barevné Petriho rozpoznavajiciho dany
jazyk je zobrazeno na obr.3.2.12.
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lovo pfijato

L . . podslovo nepfijato
neexistuje zadna aplikovatelna instrukce )

pocatecni
konfigurace

rozpracované
konfigurace

b rozmnozeni
| konfiguraci

Obr. 3.2.12

Poznamka 3.2.1:
Z vyse dokazanych vét vyplyva, ze vzajemny vztah PN-jazyki a jazykt podle Chomského hierarchie je
zobrazen mnozinovym diagramem na obr.3.2.10.

lin.omez.automaty \ Turingovy stroje
kontextové jazyky neomezené jazyky
PN s inhibi¢nimi hranami
PN s prioritami
barevné PN

kon. automaty
regularni_jazyky

zasobnik. automaty
bezkontextové jazyky
oby€. PN s invokacemi

PN-jazyky
obycejné PN

Obr. 3.2.10
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4. Casované Petriho sité

Several approaches are possible for the introduction of temporal specifications in Petri Nets. Time

can be associated with
e tokens (token timed PN),
e transitions (t-timed PN),
e places (p-timed PN),
e arcs (a-timed PN).

Furhermore timing can be specified in a deterministic or in a stochastic manner, indicating
the associated time is a constant or a random variable.

Token timed Petri Nets. It is assumed, the tokens carry a time stamp that records the time instant from
which the tokens are able to fire a transition. The value of time stamp can be incremented at each transition
firing.

Transiton timed Petri Nets. There are two possibilities associating time to transitions:

®  atomic firing:
O tokens remain in input places for the delay associated with the transition to be fired,
0 tokens are consumed from input places and immediately generated in output places when
the transition fires.
e  three-phase firing:
O tokens are consumed from input places when the transition is enabled,
0 tokens are inside the transition, until the delay elapses,
0 after delay elapsing the tokens are generated in output places.

Place timed Petri Nets. Time is associated with places, so that a token arriving into place can enable
a transition only after this waiting time is elapsed. For each token it is necessary to specify if it is in a waiting
state or a ready state.

Arec timed Petri Nets: a travelling delay is associated with each arc; tokens are available for firing only
when they reach a transition.

It can be proved that all above models are equivalent, since every model can be translated into
the another. The token timed PN and the transition timed PN (with atomic firing) are prefered because they
do not introduce “intermediate” markings which do not correspond to markings in the underlying untimed
CP-net.

4.1. Petriho sité s casovanymi prechody

V této kapitole podrobnéji objasnime sémantiku a zpisob interpretace Petriho siti s ¢asovanymi pfecho
dy (t-timed PN with atomic firing). Zvoleny model ¢asovani je charakterizovan nasledujicimi rysy:
1. Kazdému pfechodu sité teT je pfifazeno nezaporné ¢islo 6, udavajici dobu trvani pfechodu ¢. Tato doba
muze byt:
0 Kkonstanta, tj. kazdé provedeni daného prechodu ma vzdy stejné trvani,
0 ndhodnd veli¢ina s danym pravdépodobnostnim rozdélenim, tj. riznd provedeni téhoz prechodu
maji obecné riznou dobu trvani.
Z jiného hlediska mizeme rozliSovat pfechody:
0 snulovou dobou trvani (immediate transition),
0 snenulovou dobou trvani (timed transition).

2. Predstavujeme si, Ze kazdy prechod s nenulovou dobou trvéni je vybaven ¢asovacem (timer), ktery je
v okamziku uschopnéni (enabling) pfechodu te T nastaven na hodnotu 6,. Hodnota ¢asovace se pak
s pfibyvajicim ¢asem rovnomeérné snizuje a teprve v okamziku, kdy dosdhne nulové hodnoty, je prechod pro
veden (tj. dojde ke zméné znaceni sité¢). Pfedstavujeme si, Ze vlastni aktivita reprezentovana prechodem
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probiha v dobé¢, kdy je prechod uschopnény a ukonceni této aktivity je spojeno se zmeénou znaceni site.
Hodnota ¢asovace predstavuje pamét spojenou s prechodem.

Evoluce Petriho sité s casovanymi piechody je dana posloupnosti

{ (T(l)at(l))9(T(Z)Jt(Z))a"')(T(i)’ t(l-)),... B
kde () je okamZik provedeni pfechodu ;.

Je-1i uschopnéno soucasné vice prechodu, nastavi se soucasné ¢asovace v§ech uschopnénych prechodi a
zacne probihat jejich rovhomérnd dekrementace (se stejnou rychlosti pro vSechny uschopnéné prechody).

Dojde-li k zneschopnéni piechodu dfive nez casovac pfechodu dosahl nulové hodnoty, pak se v okamziku
zneschopnéni zastavi dekrementace ¢asovace (Cinnost reprezentovana prechodem je prerusena).
Pti znovuuschopnéni pfechodu mizeme volit mezi dvéma moznostmi:
O casovac startuje ze zapamatované snizené¢ hodnoty casovace (continue, resume mechanismus), tj.
prace reprezentovand prechodem pokracuje z bodu ve kterém byla pferusena,
O casovac je inicializovan pocatecni nesnizenou hodnotou doby trvani prechodu (restart
mechanimus), tj. prace provedena pied pferusenim je ztracena a zacina se opét od pocatku.

Konflikty mezi okamzitymi pfechody jsou svou povahou nedeterministické a mohou byt feseny:
O deterministickym mechanismem priority (prechody, které jsou v konfliktu maji pfifazenu riznou
prioritu),
O stochastickym mechanismem priority reprezentovanym diskrétni distribuéni funkci na mnoziné
prechodd, které jsou v konfliktu.

Konflikt mezi ¢asovanymi prechody vyhravéa vzdy prechod s nejkratsi dobou trvani. Chceme-li zamezit
tomuto vysledku, separujeme feseni konfliktu a ¢asovou specifikaci pfechodl postupem naznacenym
na obr.4.1.1 (preselection policy). Diisledné uplatnéni principu separace eliminuje konflikty mezi
¢asovanymi prechody.

tl p2
pl 2 p3
3 pd  Obr.4lla 8 p4 8 Obr. 4.1.1b

Konflikt mezi casovanym a okamzitym pfechodem vyhrava vzdy okamzity pfechod. To je ilustrovano
na obr.4.1.2. Provedeni okamzitého pfechodu #; zplisobi pferuseni ¢innosti reprezentované ¢asovanym

prechodem z,.
O O

p tl p3
[]
Obr. 4.1.2
p2 2 Qp4

Nejcastéji uzivané strategie prace s pamétmi prechodt jsou tyto:

o0 Pii kazdé zméné stavu (znaceni) site, tj. pfi provedeni kteréhokoliv prechodu sité, se zapomene
hodnota ¢asovaci vsech prechodu. Prace vykonana nedokoncenymi aktivitami je tak ztracena.
Jedna se o strategii univerzalniho restartu (resampling).

0 Pii zméné stavu sité, tj. pfi provedeni libovolného prechodu, si ¢asovace vsech prechodt podrzi
svou aktudlni hodnotu. Paméft kazdého prechodu méfi kumulativni dobu kdy prechod je
v uschopnéném stavu (pocitano od posledniho provedeni piechodu). Prace vykonana
nedokoncéenymi aktivitami neni ztracena, pfi opétném vyvoldni aktivity se pokracuje z bodu
preruseni. Jednad se o strategii univerzalniho resumu (age memory)

o0 Pii provedeni kteréhokoliv pfechodu, tj. pfi jakékoliv zméné stavu sité, nastane nasledujici:

0 casovace prechodd, které byly zménou zneschopnény jsou restartovany,
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0 casovace prechodd, které nebyly zneschopnény, neméni svou hodnotu, tj. aktivity

odpovidajici témto prechodiim nejsou zménou stavu sité nijak dotCeny a pokracuji
v praci. Pamét kazdého prechodu méfi dobu kdy prechod je v uschopnéném stavu
(poc¢itano od posledniho uschopnéni piechodu).

Tato strategie se oznacuje terminem enabling memory.

O SmiSena strategie: pro kazdy ¢asovany prechod se individudlné stanovi, zda bude restartovan (vzdy
pii kazdé zméné stavu sité nebo jen pfi zneschopnéni prechodu) nebo resumovén (pfi opétném
znovuuschopnéni).

10. 'V pripadé, kdy stupen proveditelnosti casovaného prechodu je vétsi nez 1 (multiple enabling), mize
probéhnout vicenasobné provedeni pfechodu nésledujicimi zpisoby:

0 Tokeny nebo jejich sestavy potfebné pro jednorazové provedeni pfechodu) zpracovava prechod
postupné, seriovym zpusobem. Provadény pfechod je interpretovan jako obsluzny systém s jednim
kandlem obsluhy (single-server semantics).

0 Prechod zpracovava vsechny sestavy tokenu potfebné pro jednorazové provedeni prechodu
soucasng, paralelnim zpiisobem. Provadény prechod je interpretovan jako obsluzny systém
s neomezenym poctem kanalti obsluhy (infinite-server semantics).

0 Prechod je schopen zpracovéavat soucasné jen omezeny pocet uschopnujicich tokenovych sestav.

Z pohledu teorie hromadné obsluhy pfedstavuje pak pfechod obsluzny systém s omezenym poctem
obsluznych kanalt (multiple-server semantics).
Pro kazdy casovany prechod je tieba stanovit kapacitu zpracovani k (pocet obsluznych kanald, £>1). Volba
k=1 odpovida prvé alternativé a volba k=inf druhé alternativé. Ostatni volby alternativé tfeti.

Priklad: Casovany piechod z obr.4.1.3 ma stupeii proveditelnosti 3, tj. miize byt proveden celkem
3 krat. Predpokladejme, Ze doba trvani prechodu je nahodnd veli¢ina, ktera se realizuje hodnotami 2,1,4.
Na obr. jsou zobrazeny casové pribéhy trojnasobného provedeni prechodu v rezimu single-, infinite-
nebo multiple-server.

B Obr. 4.1.3

# | # 2 |
— 1 1 |
| 4 | 4 | | 4 |
— > — —> — —
2 3 7 1 2 4 1 2 50 ¢
single server /k=1/ infinite server /k=inf/ multiple server /k=2/

11. Vzhledem k tomu, zZe v cernobilych Petriho sitich nelze rozliSovat individualitu tokent, nelze ani explicitné
stanovit disciplinu obsluhy tokent (service policy, queueing discipline), jakymi jsou napt. discipliny FIFO
(First In First Out), LIFO (Last In First Out) a pod. Rtuzné discipliny obsluhy 1ze vSak modelovat pomoci
podsiti p-blokii rozvadéjicich misto ve kterém chceme realizovat frontu tokent se zvolenou disciplinou

Priklad 4.1.1:

Na obr.4.1.5 je zobrazen PN-systém modelujici systém dvou terminélti vyuzivajicich sluzeb spole¢né
sdileného zdroje napft. dva pocitace na kterych se pfipravuji dokumenty k tisku a spolecna tiskarna. Navic jeden
terminal ma prednostni pravo pfistupu ke zdroji: pokud druhy (pferusovany) terminal neskonci vyuzivani zdroj
e v kratkem case (do vyprseni pfedem daného tzv. timeoutu) od vzniku pozadavku na zdroj u prvého
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(pferusujiciho) terminalu, pfevezme prvy termindl zdroj bez ohledu na to, zda druhy terminal ukon¢il praci
se zdrojem ¢i nikoliv. Po skonceni prace vraci prvy terminal zdroj zpét druhému terminalu.

Na obr.4.1.5 je cyklicka prace obou terminalti zobrazena podsitémi p1,t1,p2,t2,p3,t3 (pfipadné
prerusovany termindl) a p1°,t1°,p2°,t2°,p3°,t3° (pfipadné pierusujici termindl). Casované prechody t1, resp. t1’
predstavuji autonomni préaci termindlti, po dobu jejich ¢innosti se token nachdzi v misté p1 resp. p1’. Ukonceni
prechodu t1 nebo t1°, tj. objeveni se tokenu v misté p2 nebo p2’, znamena vznik pozadavku na pridéleni
spolecné sdileného zdroje. Pfechody t2, t2° jsou okamzité, protoze zobrazuji pouhy akt pridéleni zdroje.
Casované prechody t3, resp. t3’ piedstavuji proces pouzivani zdroje tim ¢i onim terminalem. Po dobu pouzivani
zdroje se token nachazi v misté p3, resp. p3’.

Uvazujme nyni situaci, kdy v dobé vyuzivani zdroje potencidlné prerusitelnym procesem, vznese
pozadavek na poskytnuti zdroje potencialné prerusujici proces. V této situaci se nachazi tokeny v misté p3 a p2’
a tedy dva casované prechody t3 a t4 jsou v konfliktu. Doba trvani prechodu t4 (watch dog) je je pevné
nastavena (timeout). Podari-1i se prerusitelnému procesu dokoncit préaci se zdrojem do vyprseni timeoutu, pak
prechod t3 konflikt vyhraje, do mista p4 se vrati token, pifechod t4 je zneschopnén a je uschopnén okamzity
prechod t2’, ktery je ihned proveden (k prevzeti zdroje doslo be preruSeni). Nepodafi-li se prerusitelnému proces
u dokoncit préci se zdrojem v ramci ¢asového limitu timeoutu, pak konflikt vyhraje pfechod t4 a pferusujici
proces si vynucuje pfidéleni zdroje. Token pfichazi do mista p5, kde se nachdzi az do okamziku ukonceni prace

se zdrojem. Potom se token token vraci do mista p3 a preruseny proces miiZze svou praci s navracenym zdrojem
dokoncit.

Predpokladame, ze prechod t4 je po znechopnéni restartovan a prechod t3 resumovan. Muzeme si
ovsem také predstavit, ze i pfechod t3 je restartovan.

pierusovany proces /terminal/ prerusujici proces /terminal/
pl (- pl'
generovani pozadavkl tl tl'
p2
p2'
start obsluhy 2 * )p4 @ 4 wajch dog
spolecyy z{roj
p3 3 ps
obsluha pozadavki 3 t3' t5  vynucena obsluha
Obr. 4.1.5

Priklad 4.1.2:

Na obr.4.1.5a je zobrazen PN-systém modelujici pocitacovy systém se ctyfmi uzivatelskymi stanicemi
a jednim sdilenym procesorem. Piechod t1 reprezentuje vznikdni pozadavki na praci procesoru. Vzhledem
k tomu, Ze tyto pozadavky vznikaji v ndhodnych okamzicich nezavisle na sobé¢, je nutno pfechod t1 interpretova
tjako obsluzny systém s neomezenou kapacitou obsluhy. Naproti tomu piechod t2 predstavuje vypocty
provadéné procesorem a to tak, ze v kazdy okamzik je vzdy provadén vypocet jediny. Pfechod t2 je proto nutné
interpretovat jako obsluzny systém s jedinym kandlem obsluhy.

pl tl p2 t2
DG D O Obr. 4.1.5a

infinite server single server

Priklad 4.1.3:

Na obr. 4.1.6 je zobrazena Petriho sif modelujici systém tvofeny mnozinou » procesu, které maji
pfistup do spole¢né databaze a to bud za uéelem ¢teni nebo zdpisu. Z databaze mize soucasné ¢ist libovolny
pocet procesii, zapisovat vSak mize vzdy jen jediny proces. Pokud probiha zapis, zadny jiny proces, kromé
pravé zapisujiciho, nema do databaze pristup.
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pl:

tl:

t2:
t3:

p3:
p4:
pS:

t4:
t5:

pbé:
p7:

t6:
t7:

t4 po

()
tl p2 j
p

to
pl SN
3 p4 t5 7 t7
M) M)
U/ U/
Obr. 4.1.6.

Mista a pfechody zobrazend na obr. 4.1.6 maji nasledujici vyznam:

znaceni mista udédva pocet procesu, které v dany okamzik nevyzaduji pfistup k databdzi
¢asovany pfechod modelujici proces vzniku potieby pfistupu do databaze u nékterého z procest
znaceni udava pocet procesu, které v dany okamzik vyzaduji pfistup k databazi

pristup do databaze se pozaduje za ucelem Cteni

pristup do databaze se pozaduje za ucelem zapisu

znaceni mista uddva pocet procesu, které v dany okamzik, ¢ekaji na cteni z databaze
znaceni mista uddva pocet procesu, které v dany okamzik, ¢ekaji na zapis do databaze
token v misté znaci, Ze neprobiha zapis do databaze

zacCatek procesu Cteni

zacatek procesu zépisu

znaceni mista udava pocet procesu ¢toucich z databaze

token v misté znaci, ze probiha zapis do databaze

¢asovany prechod modelujici proces ¢teni

¢asovany prechod modelujici proces zapisu

Cr
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4.2. Stochastické Petriho sité

Definice 4.2.1:

Stochastickd Petriho sit (SPN - Stochastic Petri Net) je specialni pfipad PN-systému s ¢asovanymi

pfechody, kdy trvani &, vSech pfechodi #; jsou ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim

F(x) =P(#<x)=1-e** x>0.

Symbol p;=44t;) oznacuje intenzitu pfechodu ¢; a symbol

ﬂ=(#1,/12,---9/1|T|)T

oznacuje vektor intenzit vSech pfechodu.

Formalné je SPN zadéna dvojici <<P,T,1,0,H,My>,1>, kde <P,T,I,O,H,My> je PN-systém a u

zobrazeni mnoziny ptechodii T do mnoziny kladnych redlnych ¢isel R* (12 T—>R"). Obecnéji 1ze funkci u
definovat jako zobrazeni TxRS(MO)—>R+.

Poznamky 4.2.1:

1.

O exponencialnim rozdéleni, Poissonové rozdéleni a markovskych procesech viz pfilohu B (Appendix B).
Zde jenom pfipomenme, Ze exponencialni rozdéleni je “bez paméti” (memoryless), coz znamena, Ze doba
dokonceni pfechodu v intervalu (¢,1+df) nezavisi na t, tj. na tom, jak dlouho jiz provadéni prechodu trva.
Pro ¢asované Petriho sit¢ ma tato skutecnost velmi pfijemny disledek spocivajici v tom, Ze neexistuje rozdil
mezi riznymi strategiemi prace s pamétmi ¢asovanych prechodi (resampling, age-memory,
enabling-menory) - viz kap.4.1. Pro jednoduchost si miizeme napf. pfedstavovat, ze pfi kazdé zméné
stavu (znaceni) sité, tj. po provedeni jakéhokoliv prechodu, se hodnoty ¢asovact vSech prechoda
zapominaji (resampling).

Jinym pfijemnym disledkem exponencidlniho rozdéleni dob trvani prechodu je skutecnost, ze kvalitativni
analyza (tj. analyza neuvazujici dobu trvani pfechodi) stochast. sit¢ <<P,T,1,0,H,M>,1> je identickd

s kvalitativni analyzou pfislu$né necasované sit¢ <P,T,1,0,H,M>. To souvisi s tim, Ze hustota
pravdépodobnosti exponencialniho rozdéleni je nenulova na celém intervalu <0,00). V piipadé konfliktu
prechodli ma potom kterykoliv prechod nenulovou pravdépodobnost provedenti, tj. kterykoliv proveditelny
pfechod miiZe byt v principu proveden. Ob¢ sité SPN <<P,T,I,O0,H,My>,;> i PN-systém <P,T,1,0,H,M>
maji tedy spole¢nou mnozinu proveditelnych sekvenci prechodii a spole¢nou mnozinu dosazitelnych
znaceni. VySetfovani bezpecnosti, omezenosti, Zivosti, uzamceni, reverzibility a pod. pro SPN se tedy
prevadi na vySetfeni téchto vlastnosti pfidruzeného PN-systému.

Dalsim vyznamnym dasledkem exponencialniho rozdéleni dob trvani prechodu je skutecnost, ze
kvantitativni analyza stochastickych Petriho siti mize byt prevedena - jak hned déle ukdZzeme - na
kvantitativni analyzu pfidruzenych markovskych procesu. Pii této analyze nds zajimaji pravdépodobnosti
jednotlivych stavii-znacenti sité (a to prechodové i ustdlené), stredni hodnoty poctu tokent v jednotlivych
mistech, stfedni hodnoty poctu provedeni jedntlivych prechodui za jednotku ¢asu a pod. Analyza
markovskych procesi je teoreticky plné vyfesena a numericky snadno proveditelna - viz Appendix B.

Pii specidlni definici funkce u (1: T->R™) intenzity provadéni prechodii nezavisi na aktualnim znacent sité
(marking independent rates), pii obecné definici funkce z (1 T><RS(M0)—>R+) intenzity provadéni
prechod mohou na aktualnim znaceni sité zaviset (marking dependent rates).

Definice 4.2.2:

Uvazujme stochastickou Petriho sit <<P,T,1,0,H,My>,1>. K této siti piifadime pridruZeny markovsky

proces s diskrétni mnozinou stavi a spojitym casem takto:

e  Mnozinou I stavli markovského procesu je mnozina RS(M,), tj. mnozina vSech dosazitelnych znaceni
Petriho sité.
e  Matice intenzit Q=(ql-j) markovského procesu je definovéana takto:

q;= Y, 1ty), kde sumace probihd pro 1€ EM)), i,

q;;=-Y_ H(ty), kde sumace probihd pro t;.€ E(M)).
Pfipomenme, Ze:
E(M,) oznacuje mnozinu vSech pfechodi proveditelnych ve stavu M;
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E{(M;) oznacuje mnozinu vSech pfechodd, které jsou ve stavu M; proveditelné a jejichz provedeni
prevadi sif do stavu MJ
e Pocatecni pravdépodobnostni rozdéleni markovského procesu je definovéano takto:
Py, (0)=1, pMi(O)=O pro i=0.

Poznamky 4.2.2:
1. Grafovy diagram pridruzeného markovského procesu (viz Appendix B) se od grafu dosazitelnosti
RG (M) Petriho sité (viz definice 2.1.5) li§i v téchto bodech:
e  Zatimco graf dosazitelnosti je ohodnocenym orientovanym multigrafem, (uzly - stavy M, M;
mohou byt spojeny vice orientovanymi hranami, pokud existuje vice prechodu prevadéjicich
sif ze stavu M; do stavu M)), je graf markovského procesu ohodnocenym orientovanym grafem
(uzly-stavy M;,M; jsou spojeny nejvyse jednou orientovanou hranou).
e  Zatimco hrany grafu dosazitelnosti vedouci z uzlu M; do uzlu MJ jsou ohodnoceny identifikatory
pfechodil pfevadéjicich Petriho sif ze stavu M; do stavu M;, je hrana grafu markovského procesu
vedouci z uzlu M; do uzlu M f ohodnocena souctem intenzit vSech téchto prechodu.

Na obr.4.2.1 je ilustrovana transformace fragmentu grafu dosazitelnosti na graf pfidruzeného
markovského procesu.

Obr. 4.2.1

2. Pro prvky matice pfechodu g;; plati

qg;i = Z q;; scitdno pro j#i
a tedy jejich hodnota neobsahuje Zadnou novou informaci. Hrany odpovidajici témto intenzitam (smycky
zuzlu M; do uzlu M j) na grafu markovského procesu proto nezobrazujeme.

Priklad 4.2.1:

Uvazujme stochastickou Petriho sif zobrazenou na obr.4.2.2, kde pfechod t1 ma intenzitu A a prechod
t2 intezitu L.

Obr. 4.2.2

Provedeme nejdrive kvalitativni analyzu Petriho sité.

tl t2 MO M1 M2
pl -1 1 2 1 0
p2 1 -1 0 1 2
t1-M1 t1->M2 t2—Ml1
2—>MO

Tab. 4.2.1.

Na zakladé tabulky 4.2.1 sestrojime graf dosazitelnosti a graf pridruzeného markovského procesu (obr.4.2.3).

t1l i1
@) ( M1 ) _ /(@ Obr. 4.2.3.a Graf dosaZitelnosti

t2 t2

@) (v ) /(@ Obr. 4.2.3.b Graf markovského procesu
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Z tabulky a grafu dosazitelnosti vyplyva, ze Petriho sif je 2-omezena, ziva a reverzibilni.

Piejdeme ke kvantitativni analyze stochastické Petriho sité. Matice intenzit pfechodli ma tvar:

A 200
Q= u-(wH) 4
0 u -u

Ze silné souvislosti grafu markovského procesu vyplyva existence ustalenych pravdépodobnosti
= (72'0,72'1,72'2)T
stavia My, M, M,. Ty vypocteme feSenim soustavy linearnich algebraickych rovnic (viz Appendix B):
QT. 7=0
mtmtm =1,
neboli
Amy + um =0
Amy - (Arwm + pum =0
Am - um=0
vt om vt m=1
Prvé tfi rovnice jsou linearné zavislé, muzeme tedy libovolnou z nich, napf. druhou, vypustit. Jako feSeni dostav
ame ustdlené pravdépodobnosti staviit M, M, M,.

= (LY *+HA ™ 7 = U my, 7 = (A1) 7.

Vypocteme jesté stfedni hodnoty pocta tokent v jednotlivych mistech sité¢ E{n(pl)}, E{n(p2)} a stfedni
hodnoty poctl provedeni jednotlivych prechodt za jednotku ¢asu E{n(tl)}, E{n(t2)}.
E{n(pD} =2.7y+ 1.7y,
E{n(p2)} = L. + 2.m,,
E{n(t)} = A.(my + m),
E{n(t2)} = p.(m + my).

Definice 4.2.3:

Ustdlené pravdépodobnostni rozdéleni 7z = (7r1,7r2,...,7r|RS|)T je zdkladem pro kvantitativni vyhodnoceni
chovani stochastickych Petriho siti (SPN). Nejcastéji uzivanymi kvantitativnimi ukazateli jsou:
o Pravdépodobnost urcitého jevu v SPN:
R= z r(M)).r,
kde r(M;) = 1 (resp. 0), jestliZe jev nastdvd (resp. nenastdva) pfi znaceni M,.

o Oflekdvand hodnota poétu tokenii v daném misté Py

E{n(p)} = 2 r(M)).x,
kde r(Ml) =n, je'li Ml(pj) =n.

o Oflekdvand hodnota poétu provedeni piechodu tiza Jjednotku Casu:

E{n(t)} = 2. r(M)) p;
kde r(M)) = H; (resp. r(M;) = 0), je-li (resp. neni-li) tjeE(Mi).
Vsimnéme si, ze vSechny tfi ukazatelé jsou linearnimi kombinacemi ustélenych pravdépodobnosti.

Priklad 4.2.1 (pokracovani):

Uvazujme nékolik modelu Petriho sité z obr.4.2.2. Témito modely budou spolehlivostni modely
systému sestavajiciho ze dvou identickych prvku (z hlediska hodnot spolehlivostnich parametrii). Markovské
modely jsou zobrazeny grafovymi diagramy na obr.4.2.4 - 4.2.9. Vyznam pouzitych symboli je nasledujici:

Y/ ST intenzita poruchy prvku

)72 intenzita obnovy (opravy) prvku

My ... stav systému, kdy oba prvky jsou provozuschopné (oba tokeny jsou v misté p1)

M ... stav systému, kdy jeden prvek je provozuschopny a jeden poruseny (jeden token v misté pl a jeden

v misté p2)
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M, ... stav systému, kdy oba prvky jsou porusené (oba tokeny jsou v misté p2)

Na nasledujicich obr.4.2.4 - 4.2.5 jsou zobrazeny tzv. paralelni systémy. Systém se povazuje
za provozuschopny, je-li provozuschopny asponi jeden prvek (systém je ve stavu My nebo M,). Prvky se
vzajemné zélohuji. Na obr.4.2.4 je zobrazen model tzv. studené (nezatizené) zdlohy: jsou-li provozuschopné
oba prvky (systém je ve stavu M) je provozovan pouze jeden prvek (intenzita pfechodu ze stavu M, do stavu
M, je A). Na obrézcich 4.2.5 a 4.2.6 jsou zobrazeny modely tzv. horké (zatiZené) zdlohy: provozovény jsou
vSechny provozuschopné prvky (intenzita prechodu ze stavu M, do stavu M, je 21 a ze stavu M; do stavu M,
je A). Modely zobrazené na obrazcich 4.2.5 a 4.2.6 se 1isi rezimem obnovy porusenych prvki: model
na obr.4.2.5 pracuje s neomezenou kapacitou obnovy (vSechny porusené prvky jsou obnovovany, intenzita
pfechodu ze stavu M, do stavu M, je 24), kdezto model z obr.4.2.6 pracuje s omezenou kapacitou obnovy
(z porusenych prvki je obnovovan vzdy jen jeden).

N

G ) - C T a D)

1 n

J

Obr. 4.2.4. Studend /nezatizena/ zaloha s omezenou kapacitou obnovy

~\

GO G

u 2p

J

Obr. 4.2.5. Horka /zatizena/ zaloha s neomezenou kapacitou obnovy

~\

GG

n n

J

Obr. 4.2.6. Horka /zatiZzena/ zaloha s omezenou kapacitou obnovy

Na nasledujicich obr.4.2.7 - 4.2.8 jsou zobrazeny tzv. seriové systémy. Systém se povazuje za
provozuschopny, jsou-li provozuschopné oba dva prvky (systém je ve stavu M;). Oba modely predpokladaji, ze
vSechny provozuschopné prvky jsou provozovany, model z obr.4.2.7 je s neomezenou kapacitou obnovy a
model z obr.4.2.8 je s omezenou kapacitou obnovy.

7

2 A
@) (M1 ) = M2 ]

8 . 2p

Obr. 4.2.7. Seriovy systém s neomezenou kapacitou obnovy

(- A

O = O )

R \_ H

Obr. 4.2.8. Seriovy systém s omezenou kapacitou obnovy
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4.3. Petriho sité s prioritami

Zavedeni prioritnich urovni v PN-systémech zvétsuje jejich popisnou silu a poskytuje vice moznosti pri
navrhu systému. Na druhé strané zavedeni prioritni struktury vyzaduje redefinici nékterych pojmu a modifikaci
metod analyzy.

Definice 4.3.1:

Petriho sit s prioritami je dvojice <<P,T,I,O,H,My>,p>, kde <P,T,1,0,H,M> je Petriho sit ve smyslu
definice 2.1.2 a p je zobrazeni mnoziny prechodi do mnoziny pfirozenych cisel p: T—->N.

Symbolem p; budeme oznacovat pfirozené Cislo pfifazené prechodu t;e€ T, tj. ¢islo p(tj). Toto ¢islo nazyva
me prioritou pi‘echod]u tja ma nasledujici vyznam: je-li pfechod ljs prioritou k] proveditelny, pak je vzdy proveden
drive, nez kterykoliv jiny proveditelny pfechod s prioritou m<k.

Poznamky 4.3.1:
1. Pojem priority umoznuje:

e rozklad mnoziny pfechodii na tfidy prechodd raznych prioritnich stupnu,

e deterministické reseni konflikti.
2. Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze vSechny nizsi prioritni urovné jsou neprazdné, tj.

(V;€ D[p>0 =@t e Dp=pj1]-
3. Nejnizsi prioritou je priorita 0. V ¢asovanych Petriho sitich je tato priorita rezervovéana pro ¢asované pifechody
(tj. pro pfechody s nenulovym trvanim).

Definice 4.3.2:

Piechod #; sit¢ <<P,T,1,0,H,My>,p> je pti znaceni M povolen (has concession), jestlize je v siti
<P,T.I,O,H,M,> proveditelny.

Prechod 4 sit¢ <<P,T,1,0,H,My>,p> je pii znaCeni M proveditelny (is enabled), jestlize je pfi znaceni M
povolen a jestlize zadny jiny povoleny pfechod nema vyssi prioritu. Dva pfechody mohou byt soucasné proveditelné
(uschopnéné) pii daném znaceni pouze tehdy, pati-li do stejné prioritni tfidy.

Prechod t; mize byt proveden (can fire) pouze tehdy, je-li proveditelny. Efekt provedeni prechodu v siti
<<P,T.1,O,H,My>,p> je stejny jako v siti <P,T,1,0,H,M>.

Priklad 4.3.1:

Na obr.4.3.1 je zobrazena Petriho sif modelujici systém tvofeny mnozinou procest, které maji pristup do
spole¢né databaze a to bud za ucelem ¢teni nebo zdpisu. Z databaze miize soucasné Cist libovolny pocet proces,
zapisovat v§ak mize vzdy jen jediny proces. Pokud probiha zapis, zadny jiny proces, kromé zapisujiciho, nema do

databaze pfistup.
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Obr. 4.3.1.a Casovana Petriho sit’ s prioritami - varianta (a)

Priklad je rozsifenim prikladu 4.1.3. Jednotlivd mista a prechody maji nasledujici vyznam:

pl: znaceni udava pocet procest, které v dany okamzik nevyzaduji
pristup k databazi

tl: vznik potfeby pfistupu do databaze u nékterého z procest

p2: znaceni udavd pocet procesu, které v dany okamzik vyzaduji pfistup k databazi a to bud kvili
¢teni nebo kvuli zapisu

t2: pozaduje se pfistup do databaze za ucelem cteni

t3: pozaduje se pristup do databaze za ucelem zapisu

p3: znaceni udava pocet procest, které v dany okamzik, ¢ekaji na ¢teni z databaze

p4: znaceni udava pocet procesu, které v dany okamzik, ¢ekaji na zapis do databaze

p5: token znaci, Ze neprobihd zapis do databaze

t4: zacatek procesu Cteni

t5: zacatek procesu zapisu

po: znacCeni udava pocet procesu ¢toucich z databaze

p7: token znaci, Ze probiha zépis do databaze

t6: ukonéeni procesu Cteni

t7: ukonceni procesu zapisu

p8: znaceni udava pocet procesu, které ukoncily pfistup do databaze

t8: proces bude po urcitou dobu pracovat pouze s lokalni paméti

t9: proces vyzaduje okamzité dalsi pfistup do spole¢né databaze

Vsechny rozumné varianty prioritni struktury predpokladaji, ze casované prechody t1,t6,t7 maji pfidélenu
Necasované okamzité prechody predstavuji tfi skupiny konflikta {t2,t3} - volba mezi ¢tenim a zapisem ,

{t4,t5] - start ¢teni nebo zapisu, {t8,t9} - volba mezi uzivanim lokalni pameéti nebo spole¢né databaze. Je ziejmé, ze

nema smyslu prifazovat prechodiim t2 a t3 riznou prioritu, protoze maji stejnou mnozinu vstupnich mist (misto p2).

Kdyby napt. bylo p2>p3, pak by pfechod t3 nikdy nebyl proveden. Obdobny diivod plati pro pfechody t8 a t9.

Naproti tomu tim, ze pfifadime rizné priority pfechodim t4 a t5 dosdhneme toho, Ze ¢touci procesy budou mit

prednost pred procesy zapisujicimi nebo naopak.

Uvazujme nasledujici dvé varianty prioritni struktury:

(a) p2=p3=2, pd=p5=3, p8=p9=1. Pri tomto pfifazeni priorit plati: jakmile je rozhodnuto o zptisobu pristupu
procesu do databaze (Cteni nebo zdpis) je tento pristup okamzité zahdjen (dfive nez kterykoliv jiny proces zvoli
zpusob pristupu). Volba zplisobu pfistupu a zahdjeni pfistupu pfedstavuji nedelitelnou akci.

(b) p2=p3=2, pd=p5=1, p8=p9=3. Pii tomto prifazeni priorit plati: kdyz nékolik procestt ma rozhodnout o zpisobu
pfistupu k databazi, pak dfive nez pfistup kteréhokoliv z nich je zahajen, musi vSechny ucinit svou volbu.

Diskutujme nejprve alternativu (a) prioritni struktury - viz obr.4.3.1.a a predpokladejme pocatecni znaceni
s k=3, tj.
My=(3,0,0,0,1,0,0,0)=3"p1 + 1°p5.
Uvazujme znaceni
M, =(1,0,0,1,0,0,1,0) = 1‘p1 + 1‘p4 + 1°p7,
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které je z pocatecniho znaceni dosazitelné. V tomto znaceni casované piechody t1 a t7 jsou uschopnény a probihaji.
Stav M| je tedy trvajicim. Pfedpoklddejme, Ze prechod t7 je proveden. Sit pfejde do znaceni
M,=(1,0,0,1,1,0,0,1) = 1°pl + 1°p4 + 1°p5 + 1°p8,
ve kterém povoleni maji pfechody t1,t5,t8,t9, avSak jenom prechod t5 je uschopnén (ze vSech povolenych prechodu
ma nejvyssi prioritu). Pfechod t5 je okamZity, tedy znaceni M, neni trvalé, ale provedenim piechodu t2 okamZité
prechdzi do znaceni
M5 =(1,0,0,0,0,0,1,1) = 1°p1 + 1°p7 + 1°p8,
ve kterém jsou uschopnény piechody t8 a t9. Oba tyto pfechody jsou okamzité (neCasované) a tedy znaceni M opét
neni trvalé. Provedenim piechodu t9 prechazime do znaceni
M, =(1,1,0,0,0,0,1,0) = 1‘pl + 1°p2 + 1°p7,
ve kterém jsou uschopnény piechody t2 a t3. Oba tyto pfechody jsou necasované a tedy znaceni M, neni trvalé.
Provedenim pfechodu t2 pfechdzime do znaceni
Ms=(1,0,1,0,0,0,1,0) = 1‘pl + 1°p3 + 1°p7,
ve kterém jsou uschopnény piechody t1 a t7. Oba tyto pfechody jsou ¢asované (trvajici) a tedy i znaceni M5 je
trvajici.
Provedeni posloupnosti pfechodti 0=t5,t9,t2 je okamzité a vnéjsi pozorovatel, ktery je schopen vnimat pouz
e stavy, které po urcitou dobu trvaji, bude vyvoj sité
M,[t5>M3[t9>M,[t12>M ™)
chapat jako jednorazovy akt M,[o>Ms.

Nyni uvazujme alternativu (b) pfidéleni priorit - viz obr.4.3.1.b a startujme interpretacni proces (hru
tokenil) vedouci ze znaceni M, do znaceni Ms. Posloupnost pfechodil a znaceni bude ndsledujici:
M,[t9>M 5’ [22>M’[t2>M %)
kde pfi znaceni M, jsou uschopnény prechody t8 a t9 s prioritou 3, pfi znaceni M3’ jsou uschopnény prechody t2 a
t3 s prioritou 2 a pfi znaceni M,’ jsou uschopnény pfechody t4 a t5 s prioritou 1.

Obr. 4.3.1.b Casovana Petriho sit’ s prioritami - varianta (b)

Hlavni rozdil mezi posloupnostmi (*) a (**) spociva v tom, Ze provedeni pfechodu t5 v posloupnosti (*) je
deterministické, zatimco v v posloupnosti (**) je vysledkem reseni konfliktu.

Konflikty.

e Konflikty jsou feseny spiSe na zakladeé pravdépodobnostniho rozlozeni nez na zakladé ¢istého nedeterminis
mu. Jestlize napt. 80% procent pozadavki na vstup do databaze vyzaduje ¢teni a 20% zapis, pak prechody
t2 (Cteni) a t3” (zapis) je vhodné provadét s pravdépodobnostmi 0.8 a 0.2 - viz obr.4.3.1.

e Pojem efektivniho konfliktu (viz definice 2.1.6) je tfeba pro Petriho sité s prioritami redefinovat takto:

Definice 4.3.3:
Prechod ¢ je v efektivnim konfliktu s prechodem ¢’ pfi znaceni M, jestlize:
e prechod ¢’ je povolen pfi znaceni M,
e prechod ¢ je proveditelny (je uschopnén) pii znaceni M,
e po provedeni prechodu ¢ stupen proveditelnosti prechodu ¢’ se zmensi.
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Definice pojmu stuper proveditelnosti prechodu, formulovana pro PN-systémy (viz def.2.1.6), zustava beze
zmény i pro PN-systémy s prioritou.

Vlastnosti PN-systému s prioritami.

V tomto odstavci se budeme zabyvat vlivem zavedeni priority na vlastnosti PN-systému. Vlastnosti
PN-systémti mohou byt rozdéleny do dvou skupin:
e  Vlastnosti, které musi platit pro vSechny stavy systému (safety properties, invariant properties): omezenost,
bezpecnost, absence uzamdcenti,...
e  Vlastnosti, které plati jen pro nékteré stavy, které vSak mohou v budoucnosti vzdy nastat (eventuality properties,
progress properties): dosazitelnost (zda dané znaceni mtze byt dosazeno), zivost (zda dany prechod muize byt
proveden),...

Zavedeni priorit muize pouze zmensit pocet stavl (znaceni) PN-systému. Proto vSechny vlastnosti prvého
druhu (safety properties) se prenaseji z PN-systému bez priorit na PN-systémy s prioritami. Vlastnosti druhého
druhu (eventuality properties) zachovany byt nemusi. Ma-li vsak vlastnost druhého druhu PN-systém s prioritami,
pak ji ma i pfislusny PN-systém bez priorit.

e Omezenost.

Omezeny PN-systém bez priorit zlstava omezenym i po zavedeni priorit. Naopak neomezeny PN-model se
po vhodném zavedeni priorit mize stat omezenym. To je ilustrovano jednoduchym PN-systémem z obr.4.3.2. Pocet
tokentl v misté pl mize neomezené rist diky opakovanému provadéni pfechodu t1. Definujeme-li priority o(¢1)=0 a
p(tr)=1, pak PN-systém s prioritami se stavd bezpecnym, tj. 1-omezenym (za pfedpokladu M, (p1)<2).

tl pl 2
] - | Obr. 432
r1=0 r1=1

e Dosazitelnost.

Mnozinu dosazitelnych znaceni RS(M,) a graf dosazitelnosti RG(M) systému s prioritami ziskdme snadno
redukci mnoziny RS(M,) a grafu RG(M,)) systému bez priorit. Zavedeni priorit miiZe radikdlné¢ zmensSit mnoZinu RS
a graf RG. Je-li znaceni M’ dosazitelné ze znaceni M v PN-systému s prioritou, pak je dosazitelné i v odpovidajicim

PN-systému bez priority, nikoliv vSak obracené.

e Zivost.

Zivy PN-systém miize zavedenim nevhodné prioritni struktury Zivost ztratit. Obracené PN-model, ktery
neni zivy, se zivym mize stat pfiddnim vhodné prioritni struktury.

Stavovd analyza PN-systémii s prioritami.

Konstrukce grafu dosazitelnosti pro PN-systémy s prioritami je obdobna konstrukci pro PN-systémy bez
priorit. Jediny rozdil spociva v tom, ze pravidlo proveditelnosti (enabling rule) pro PN s prioritami vede k mensimu
grafu dosazitelnosti co do poctu uzlii i hran. I tyto mensi grafy dosazitelnosti dale zmensujeme (redukujeme) tak, ze
“nevnimame” znaceni, ve kterych jsou “uschopnény” prechody s prioritou vyssi nezZ je dand priorita.

Definice 4.3.4:

Redukovany graf dosaZitelnosti tirovné L je graf dosazitelnosti, ktery neobsahuje znaceni (stavy)
ve kterych jsou proveditelné prechody s prioritou vétsi nez L.

(Neredukovany) graf dosaZitelnosti je redukovany graf dosazitelnosti urovné L, kde L je nejvyssi priorita

pouzita v PN-systému.

Maximalné redukovanym grafem dosazitelnosti je redukovany graf dosazitelnosti urovné 0. Tento graf
obsahuje pouze trvajici stavy (tangible states), ve kterych PN-systém po urcitou dobu setrvava a neobsahuje zadné
prechodné stavy (vanishing states), kterymi PN-systém pouze prochdzi aniZ by v nich setrval sebekratsi dobu.
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Priklad 4.3.2:

Na obr. 4.3.3 je zobrazen pon¢kud zjednoduseny PN-systém s prioritami popsany v pfikladu 4.3.1 (vyznam
mist a pfechodi je nezménény).

4 5 A g
O, ()

r5=1 17=0 Obr. 433

Dale je konstruovana mnozina dosazitelnych znaceni. Tu¢né jsou vyznaceny trvajici stavy a Casované
(trvajici) prechody.

MO =2pl pS | t1->Ml1

M1 = pl+ p2+ p5 | t2—>M2, t3—>M3
M2 = pl+ p3+ p5 | t4—>M4

M3 = pl+ p4+ pS | t5—>MS5

M4 = pl+ p5+ pb | t1->M6, t6—>M6
M5 = pl+ p7 | t1->M10, t7->MO0
M6 = p2+ p5+ pb | t2—>M7, t3->M8
M7 = p3+  p5+ p6 | t4—>M9

M8 = p4+ p5+ pb [ t6—>M3

M9 = p5+2p6 | t6—>M2

M10 = p2+ p7 | t2—>Ml11, t3>M12
M11 = p3+ p7 [ t7->M2

Mi12 = p4+ p7 [ t7->M3

Na obrazku 4.3.4.a je zobrazen uplny (neredukovany) graf dosazitelnosti PN-systému z obr.4.3.3 a
na obrazku 4.3.4.b redukovany graf dosazitelnosti urovné 0.

Obr. 4.3.4.a Obr. 4.3.4.b

Z graf dosazitelnosti (neredukovaného i redukovaného) vyplyva, ze PN-systém je omezeny, Zivy,
reverzibilni a bez uzamceni.
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Appendix A:

MultimnoZiny

Pojem multimnoziny (multiset, bag) je uzitecné zobecnéni pojmu mnoziny. Multimnozina, na rozdil od
mnoziny, mize obsahovat vicenasobné vyskyty t¢hoz prvku. Mnozina je specialni pfipad mnoziny, ve které se
kazdy prvek vyskytuje nanejvyse jednou.

Definice Al:

Nechf S je libovolna neprazdna a kone¢na mnozina. MultimnoZina m nad mnoZinou S (multiset /bag/ over
domain S) je zobrazeni m: S—>N, kde N={0,1,2,...}. Nezdporné celé cislo m(s)eN udava poclet vyskytii prvku seS

v multimnoziné m.

Poznamky Al:
1.  Multimnozinu m zpravidla zapisujeme ve tvaru symbolického souctu:
YesMS).s .
Nezaporna celd ¢isla {m(s): s€S} nazyvame koeficienty multimnoZiny m a Cislo m(s) koeficientem
prvku seS. Symbolem
Im| = 2geg m(s)
oznacujeme pocetnost multimnoZiny m (cardinality of a bag).
2.  Prvek seS patii do multimnoZiny m pravé tehdy, kdyz m(s) #0. Tuto skute¢nost zapisujeme sem.
3. Prdzdnd multimnoZina je multimnozina, jejiz vSechny koeficienty jsou nulové. Tuto multimnozinu
oznacujeme .
4.  MnoZinu viech multimnoZin nad mnoZinou S (multiset /bag/ space) budeme oznacovat §,¢. Na mnoziné
vSech multimnozin nad danou mnozinou lze definovat rizné operace (definice A2) a relace

(definice A3).
Definice A2:
Pro multimnozZiny m;, m,€S,¢ a pro neN lze definovat nasledujici binarni operace:
o mytmy =g4of ZSES (my(s)+my(s)).s ... soucet multimnoZin
o My =gop Doges (M(9)).S e ndsobeni multimnoZiny celym nezdpornym Cislem
Poznamky A2:

1. Algebraicky systém <S,,¢; +> je komutativni monoid.
2. Algebraicky systém <S,,q, N; +, *> je heterogenni algebraicka struktura (typu vektorovy prostor).

Definice A3:

Pro multimnozZiny m;, my €S,,¢ 1ze definovat nasledujici bindrni relace:
o m=my Syop (VseS)[my (s)=m, (s)] ..... rovnost multimnoZin
o mSmy Sgop (VSES) [my (s)<m, (5)] ... uspordddni multimnoZin
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Poznamky A3:

1. Na zakladé relaci =, <1ze definovat dalsi relace #, < a také >, >:
° mlimz <:>def —|(m1=m2)
o M 2My S yep MySM
o MMyZMy et My<iy

2. Je-li my>m,, 1ze na multimnozinach definovat dalsi operaci:
o my-My =gop ZSES (m(s)-my, (8)).s ... rozdil multimnoZin

3. Relace < pfedstavuje relaci ¢aste¢ného (netplného) a neostrého uspofadani na mnoziné S,,¢ a relace < relaci
ostrého uspofaddni. V rela¢nim systému <S,,¢, <> existuje jediny minimalni prvek (prazdnd multimnozina) a
ani jeden maximalni prvek.

Priklad Al:
Necht S={a,b,c,d}, m|=2'a+3’b+d, my=5a+3b+2c+4d.
Potom:
o mytmyp=Ta+6b+2c+5d,
o 2xm =4a+6b+24d,
e my-m, ... neni definovdno,
o my-my=3a+2c+3d,

° m1<m2’
o MmSmy.

P1i zapisu multimnozin jsme vyuzivali nasledujici konvence:
1.  Koeficienty zapisujeme s apostrofy (abychom mohli zapisovat i multimnoziny nad mnozinami pfirozenych
Cisel).
2. Koeficient 1 nezapisujeme.
3. Symbolicky ¢len s koeficientem O nezapisujeme.
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Appendix B:

Markovské procesy

Zdkladni pojmy

Uvazujme soustavu libovolné povahy, ktera se v kazdém okamziku ¢ (z jisté mnoziny okamziku )
muze nachazet vzdy pravé v jednom stavu i (z jisté mnoziny stavu ). Proces probihajici v soustavé maze byt:
o deterministicky: stav soustavy v kazdém okamziku te T je vzdy reprezentovan jedinym urcitym prvkem

mnoziny I,
e stochasticky: stav soustavy v kazdém okamziku te T je reprezentovan pravdépodobnostnim rozdélenim
na moziné I.

Poznamenejme, Ze deterministicky proces miZzeme povazovat za specidlni pripad stochastického procesu,
kdy v kazdém okamziku jsou pravdépodobnosti vsech stavi rovny nule, s vyjimkou jediného, jehoz
pravdépodobnost je rovna jedné.

Podle charakteru mnoziny ¢asovych okamzikt rozliSujeme procesy:

e sdiskrétmim casem: T={0,1,2,...}, resp. T={ty,t1,t5,...},

e se spojitym Casem: T=<0,x).
Stochastické procesy s diskrétnim ¢asem se Casto nazyvaji stochastickymi posloupnostmi nebo fetézci.
Podle charakteru stavové mnoziny I rozliSujeme procesy:

o s diskrétni mnoZinou stavii (kone¢nou nebo spocetné nekonec¢nou),

e se spojitou mnoZinou stavi (vZdy nespocetné nekonecnou).

Stav soustavy x; v okamzZiku ¢t miiZe obecné zdviset na vSech predchozich stavech (tj. na mnoziné stavii
{x: =0,1,2,...,t-1} v pfipadé procesu s diskrétnim ¢asem, nebo na mnoziné stavii {x;: 7e<0,f)} v pfipadé procesu
se spojitym casem T. Stochasticky proces nazyvame markovskym procesem, ma-li nasledujici (markovskou)
vlastnost: stav soustavy v bezprostfedné nasledujicim okamziku zavisi pouze na pfitomném stavu soustavy a nikoliv
na stavech minulych. Markovsky proces nazyvame staciondrnim (homogennim), jestlize zptisob zavislosti
bezprostfedné budouciho stavu na pfitomném stavu se neméni s casem.

Markovské retézce

Uvazujme stochasticky proces s diskrétnim casem 7={0,1,2,...} a s kone¢nou (a tedy diskrétni) mnozinou
stavi I={1,2,...,r}. Stav soustavy x, v libovolném okamZiku r T je popsan vektorem pravdépodobnosti jednotlivych
stavi

PO=0).py (D). 0,7,
kde
pi=P(x=0), iel.
Pro vSechna te T plati:
0<p(n <1, iel,
PPy (O+..4p (1) = 1.

Stochastickou posloupnost {x,: t=0,1,2,...} nazyvame markovskym fetézcem, jestliZe plati
Py =i 1/ X0=i0X =i 5 X 1) =P (4 Tl /% =)
Nezavisi-li pravdépodobnost
P 1=i/x=)=py(®0
na c¢ase, tj. mizeme-li psat
PiiO=pyj,
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pak se jedna o homogenni markovsky Fetézec. Matici

P11 P12 ... P1r
P21 P22 ... P
Pr1 P2 ... Pr

nazyvame matici piechodu homogenniho markovského fetézce. Veli¢ina pij udava pravdépodobnost, Ze soustava,
ktera je v daném okamziku ve stavu i€l bude v nasledujicim okamziku ve stavu jel. Plati:
0 <pi< 1, ijel,
Di1tPpt. oy = 1, iel

Z elementarnich poucek teorie pravdépodobnosti vyplyva:

pi(t+1) = py().p1j+pr(O).-pojt- 0 (0) .y JEL
neboli, zapiSeme-li tyto rovnice v maticovém tvaru

p@+1) = PTp(). (A2.1)
Vyfesenim této maticové diferen¢ni rovnice s poc¢atecni podminkou p(0) dostavame
p@® = (PT).p(0). (A2.2)

Homogenni markovsky fetézec je tedy zadan, jsou-li dany:
e vektor pocdtecnich pravdépodobnosti p(0),
e matice prechodu P.

Predpokladejme nyni, Ze pro t—oc existuje limita
hmp(t) = p =(plﬂp2""’pr)a
nezavisla na p(0). Markovsky fetézec pak nazyvame stochasticky stabilnim a vektor p vektorem staciondrnich
pravépodobnosti. Z (A2.1) pro stacionarni pravdépodobnosti vyplyva
p=Plp, (A2.3)

neboli

PLD)p=0. (A2.4)
Odtud a z podminky

p1tpyt.tp =1
muzeme stacionarni pravdépodobnosti vypocitat.

Markovské procesy (se spojitym casem)

Uvazujme nyni stochasticky proces se spojitym ¢asem te<0,oc) a kone¢nou mnozinou stava I={1,2,....,r}.
Tento proces nazveme homogennim markovskym procesem, jsou-li splnény nasledujici dvé podminky:
1. posloupnost stavii, tak jak za sebou nasleduji bez ohledu na ¢as, tvofi homogenni markovsky fetézec s matici
prechodu

0 pip .. Pir
P21 0 ... P
P= . .. ...
prl pr2 0

2. pravdépodobnost toho, Ze soustava, ktera je v okamziku ¢ ve stavu i, zméni v infinitesimalnim intervalu
(t,t+dr) sviaj stav je ¢;dt. Konstanta ¢ se nazyva intenzitou vystupu i-tého stavu a vektor
a=(a,0,..,a,)
vektorem intenzit vystupu.

Z elementarnich poucek teorie pravdépodobnosti vyplyva
P(.xt+dt=j/.xt=i) = aldtplj
P(x .y q=ifx=i) = 1-a;dt
a odtud
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pj(t+dt)=pl(t) aldt.p1j+..+pj(t).(l—ajdt)+..+pr(t)ardt.prj , Jjel
Maticovy zépis tohoto systému rovnic je

pt+d)=1+QdH) T p(v), (A2.5)
kde
@) = P10).p2(0),...0,O)T,
Q= (qij)a ijel,
kde

qll = —O!i, iEI,
qu = alplj, l,]e], l¢]
Matice Q je tzv. matice intenzit prechodu homogenniho markovského procesu. Rovnici (A2.5) 1ze upravit na tvar
(p(r+dr)-p(n)/dt = QTp(v),

neboli

P’®=Q"p®. (A2.6)
Tato vektorova diferencialni rovnice predstavuje soustavu r linearnich diferencialnich rovnic 1.fadu
s konstantnimi koeficienty. Z této soustavy a z podminky

1= pl(t)+p2(t)++pr(t)7 te <0,0C),

Ize nalézt vSechny funkce p;(?), iel.

Homogenni markovsky proces je tedy jednoznac¢né definovan:
e vektorem pocatecnich pravdépodobnosti
p0) = (1(0),p(0),...p, ()T,
ktery udavé pocétecni podminky reseni soustavy diferencialnich rovnic,
e  matici intenzit pfechodt Q = (qij), ktera udava koeficienty soustavy diferencialnich rovnic.

Pfedpokladejme nyni, Ze pro t—oc existuje limita
lim p() = p =P 1.p3--P) T,
nezavisla na p(0). Markovsky proces pak nazyvame stochasticky stabilnim a vektor p vektorem staciondrnich
pravdépodobnosti. Pro stacionarni pravdépodobnosti plati p’(#)=0 a tedy podle (A2.6)
QTp=0. (A2.7)
Z této soustavy linearnich algebraickych rovnic a z podminky

PPyt Hp. =1
muzeme vypocitat staciondrni (ustdlené, limitni) pravdépodobnosti.

Je-1i markovsky proces stochasticky stabilni, pak pro dostatecné velka t plati pfiblizna rovnost
p(® = p, tj. pravdépodobnosti jednotlivych stavi jsou jiz ustdlené a dale nez4viseji na case. Rikdme potom, ze
soustava se nachazi ve ustdleném (stacionarnim) rezimu. Pocatecni fazi stochastického procesu oznacujeme pak
jako prechodovy (transientni) rezim.

Homogenni markovské procesy ¢asto zobrazujeme pomoci diagramii ohodnocenych orientovanych grafi.
Staviim procesu odpovidaji uzly, pfechodiim orientované hrany mezi uzly a intenzitdm pfechodti ohodnoceni hran.
Stavové prechody s nulovymi intenzitami pfitom neznazornujeme.

Poissonuv proces

Uvazujme specialni pripad markovského procesu zadaného nasledujicim diagramem na obr.A2.1.

,,,,7” Obr. A2.1

Matice intenzit prechodi ma nasledujici jednoduchy tvar
-A 400 ..
Q= 0-14 40 ..
00-1441..
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Je zfejmé, ze Poissonilv proces nema staciondrni rezim (staciondrni pravdépodobnosti neexistuji - proces
prechazi do stale vyssich a vyssich stavi). Vyfesime systém diferencidlnich rovnic (A2.6) popisujici pfechodovy
déj. Pro vyse uvedeny specidlni tvar matice intenzit prechodti ma tento systém nasledujici tvar:

Po.(®) = -2,
P ) = 2.0 1 O-p (D), k=1,2,... (A2.8)
Soustavu doplnime pocate¢nimi podminkami:
Po(0)=1, p; (0)=0 pro k=1,2,...
a budeme ji fesit pomoci Laplaceovy transformace. Obrazem soustavy diferencialnich rovnic (A2.8)) je soustava
algebraickych rovnic
8.pp*(8)-1 = -A.py*(s),
5.0*(S) = (P 1 *G)-p*(S), k=1,2,... (A2.9)
neboli soustava
Po*(s) = 1/(s+A),

D) = Ap *(®)(s+A), k=1,2,... (A2.10)
neboli

() = AK(s+ D)KL k=0,1,2,... (A2.10)
Provedeme-li nyni inverzni transformaci k Laplaceové, obdrzime

(D) =(ADk.eMk!, k=0,1,2,... (A2.11)

Posledni vzorec udava Poissonovo pravdépodobnostni rozdéleni s parametrem a=At, tak jak je zname z teorie
pravdépodobnosti.

Exponencidlni rozdéleni

Uvazujme stacionarni proud bodovych udélosti vznikajicich v ndhodné okamziky. Nasledujici tfi tvrzeni
jsou ekvivalentni:
(1) Pravdépodobnost, ze udélost nastane v intervalu (¢,¢+d?) je A.dt, A>0.
(2) Néhodna velicina k, udavajici pocet udélosti za dobu ¢, tj. béhem intervalu <0,f), ma Poissonovo
rozdéleni (A2.11).
(3) Nahodna veli¢ina € udavajici dobu mezi dvéma bezprostfedné za sebou nasledujicimi udalostmi ma
exponencidlni rozdéleni s distribu¢ni funkci
F(f) = P(6<p) = 1-e X, 0. (A2.12)
Ekvivalence uvedenych tvrzeni bude dokdzana, dokazeme-li platnost fetézce implikaci (1)=(2)=(3)=(1).
Implikace (1)=>(2) byla jiz dokdzana v predchozim odstavci. Duikazem implikace (2)=(3) je nésledujici fetézec
rovnosti
F(7) = P(0<t) = 1-P(6>1) = 1-py() = 1-(A0)0.e 40! = 1-eH.
Dukazem implikace (3)=(1) je nasledujici fetézec rovnosti
P(O< (t,r+dr)] 0>1) = P(r< t+dp)[P(O0>1) = F*(H)dt/(1-F(¥)) = A.de.

Hustota pravdépodobnosti (frekvenéni funkce) exponencidlniho rozdéleni je derivaci distribu¢ni funkce:
f) =F @ = Ae M, £0. (A2.13)
Pro <0 je f(#)=F(¢)=0. Pfipomenme jesté nazorny vyznam hustoty pravdépodobnosti:
f(H)dt = P(z<O<t+dr).
Pro stfedni hodnotu a disperzi exponencialné rozdélené nahodné veli¢iny 8 snadno odvodime:
E{6) = 1/, D{6} = 1/12. (A2.14)
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Appendix C:

Problém hromadné obsluhy zobrazeny a FeSeny pomoci GSPN

1. Popis problému

Uvazujme systém hromadné obsluhy s homogennim proudem vstupnich pozadavkl na
obsluhu (jobs) s homogenni jednofazovou obsluhou zabezpecovanou nékolika identickymi
aparaty obsluhy (servers) a s frontou (queue) omezené délky do které se fadi pozadavky na
obsluhu v ptipad¢, ze vSechny aparaty obsluhy jsou obsazené.

Budeme ptedpokladat, ze vstupni proud pozadavki i doba obsluhy jsou ndhodné
veli¢iny: vstupni proud je poissonovsky (pocet pozadavki ptiSlych za jednotku ma vzdy totéz
Poissonovo rozde€leni, neboli — coz je totéz - doba mezi prichody dvou bezprosttedné za sebou
nasledujicich pozadavkl ma exponencidlni rozdéleni) a doba obsluhy kazdého pozadavku
kterymkoliv aparatem obsluhy ma vzdy totéz exponencidlni rozdé€leni. Tyto pfedpoklady
umoziuji formulovat jednoduchy markovsky model nahodnych procesti pobihajicich
v systému.

Kvantitativn¢ je systém charakterizovan nésledujicimi parametry:
e strukturni parametry:
0 S ... pocet aparatl obsluhy v systému (maximalni pocet pozadavk, které
mohou byt v systému obsluhovany soucasn¢); S>1
0 Q... maximalné mozna délka fronty (maximalni pocet pozadavku ¢ekajicich
v systému na obsluhu); Q=1
0 N...S+Q ... maximalni celkovy pocet pozadavkl (obsluhovanych i
¢ekajicich), ktery se v systému mlize nachéazet
e parametry ndhodnych procest:
0 A ... intenzita vstupniho proudu pozadavku (1/4 ... stfedni hodnota doby mezi
prichody pozadavk); A>0
O ... Iintenzita obsluhy pozadavki (1/4 ... sttedni hodnota doby obsluhy jednotlivych
pozadavkt); (>0
Systém hromadné obsluhy o dané (vyse popsané) struktuie je jednoznaéné urcen Ctvetici
parametrt (S, Q, 4, u).

Stavové veliCiny systému:

e s ... aktudlni pocet obsluhovanych pozadavki (= aktualni pocet pracujicich aparatii
obsluhy)

e (... aktualni pocet pozadavki cekajicich ve front¢ na obsluhu (= aktudlni délka
fronty)

e (n=s+q ... aktudlni pocet vSech pozadavkl nachézejicich se v systému)

2. Model systému pomoci GSPN
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Popsany systém hromadné obsluhy budeme nyni modelovat pomoci Petriho siti (PN),
stochastickych Petriho siti (SPN) a zobecnénych stochastickych Petriho siti (GSPN). Na obr.1
je spolecné grafické zobrazeni vSech téchto siti s konkrétnimi hodnotami parametrti S=2 a
Q=3. Pro zobrazeni obecné PN muselo by misto p3 mit pocate¢ni znaceni nikoliv 2’e, ale S'e
a hrany incidentni s pfechodem t4 nasobnosti nikoliv 3'e a 4’e, ale Q'e a (Q+1)"e.

Prisn¢ vzato, na tomto obrazku je zobrazena klasicka PN, u které doba provadéni
pfechodi neni viibec reflektovana a zaleZi jen na potfadi provadéni prechodii. Obrazek ndm
bude predstavovat SPN, jestlize predpokladame, Ze vSechny prechody maji ptifazenu dobu
trvani a to nahodnou a exponencidlné rozlozenou a ke kazdému ptechodu je ptifazena hodnota
parametru tohoto rozdéleni (intenzita provadéni prechodu). Obrazek bude piedstavovat
GSPN, jestlize predpokladame, Ze prechody jsou dvojiho druhu okamzité (immediate) a
casované (timed) s exponencidlni dobou trvani. Na obr.1 jsou tyto typy pfechodu rozliSeny
ruznymi velikostmi obdélniki zobrazujicich pfechody (tenci okamzité, tlustsi asované).
Podrobnou a uplnou definici PN, SPN a GSPN lze nalézt v ptisluSnych kapitolach ucebnich
textq.

Petriho sit’ na obr.1 byla vytvofena programovym néstrojem CPNTools, ktery je
schopen pracovat s tokeny mnoha riznych typt. V uvazovaném piipad¢ klasické PN, méme
tokeny jediného typu E={e}: v kazdém mist¢ se mize nachazet libovolna multimnozina
tokent nad E a ndsobnost hran miize byt t¢Z ddna multimnozinou nad E. Napt. popiska 2'e u
mista znaci, ze v daném misté se nachazi dva tokeny ,,e*“ a podobné popiska 3 e u hrany
znamena, ze hrana ma nasobnost tfi.

Petriho sit’ zobrazena na obrazku je uloZena v souboru obsluha 3.cpn a je pomoci
programového nastroje CPNTools interpretovatelna (simulovatelnd), analyzovatelna,
modifikovatelna a zobecnitelna.

Uvedeme vyznam jednotlivych mist a pfechodii:
pl ... misto zobrazuje frontu; pocet tokent udava pocet pozadavkl ¢ekajicich na obsluhu
p2 ... misto zobrazuje obsluhu; pocet tokenti udava pocet pravé obsluhovanych pozadavki
p3 ... misto zobrazuje volné aparaty obsluhy; pocet tokenti udava pocet volnych aparatt
obsluhy
tl ... ¢asovany vstupni ptechod modelujici ptichod pozadavkil do systému; intenzita
provadéni piechodu A nezavisi na znaceni sité (intenzita je marking independent)
t2 ... okamzity prechod modelujici zahajeni obsluhy
t3 ... ¢asovany vystupni pfechod modelujici proces obsluhy; intenzita provadéni ptechodu (a
soucasn¢ 1 intenzita vystupu ze systému) je zavisla na znaceni mista p2:
je rovna intenzité ¢ vynasobené aktudlnim poctem tokenti v misté p2, tj. je rovna S.u
(intenzita je marking dependent)
t4 ... okamzity pfechod modelujici odmitnuti pfichoziho pozadavku jsou-li fronta a tedy i cely
systém plné, tj. plati-li g=Q resp. N=N; nasobnosti hran incidentnich s timto pfechodem
zajistyuji, Ze pocet tokenl v pl nemiize prekrocit maximalni hodnotu Q (pii pfekroceni
hodnoty na Q+1 se okamzit¢ vraci na Q)
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Tokeny generované prechodem t1 (tento ptechod je
vzdy proveditelny nebot’ nema zadna vstupni mista) predstavuji
pozadavky na obsluhu. Postupuji pfes misto p1 (stav ¢ekani ve
fronté), prechod t2 (ptidéleni aparatu obsluhy z mista p3 a
zahajeni obsluhy), misto p2 (stav provadéni obsluhy) a
odchazeji ze systému prostrednictvim prechodu t3 (ukonceni
obsluhy a vraceni aparéatu obsluhy do p3).

Okamzity ptechod t4 zabezpecuje, aby pocet tokent v
misté pl (tj. pocet pozadavki ve fronte) nepiekrocil hodnotu 3.
V okamziku, kdy by do mista p1 vstoupil 4. token, ptechod t4
neprodlen¢ vSechny 4 tokeny odebere a do mista p1 vrati jen 3
tokeny. Testovaci hrana spojujici prechod t4 a misto p2
s nasobnosti 2 zatizuje, aby prechod t4 proveditelny jen tehdy,
neni-li proveditelny pfechod t2, tj. aby systém neodmitnu
03 pozadavek v situaci, kdy jeden z aparat obsluhy neni vyuzit.

Obr.1 PN - systém hrom. obsluhy

3. Graf dosazitelnosti PN — stavovy model systému

PN systém zobrazeny na obr.1 ma konecny a jen maly pocet riznych znaceni (stavl).
Zakladni metodou analyzy takovych PN systému je konstrukce stavového modelu, kterym je
tzv. graf dosazitelnosti. Tento graf je pro na§ PN systém zobrazen na obr.2.

t4

Obr.2 Graf dosazitelnosti PN systému zobrazeného na obr.1

Ovaly zobrazuji stavy (znaceni, markings) a dvé celd ¢isla uvedend uvniti ovalu
udavaji hodnoty stavovych veli¢in s a q, které jednoznacné urcuji stav celého PN systému (viz
kap.1). Stav PN systému je urcen rozmisténim tokenil v mistech PN systému. Hodnota
veli¢iny S je rovna poctu tokentl v misté p2 a hodnota veli¢iny ( je rovna poc¢tu tokenti v misté
pl. Pocet tokentli v misté p3 netieba udédvat, protoze se vzdy rovna hodnoté

2 — (pocet tokend misté p2).

,Radky* grafu odpovidaji riznym hodnotam stavové veliginy s:

e prvni fadek odpovida hodnoté s=0; v§em 5 staviim v tomto fadku je spolecné, Ze v nich
neni obsluhovan zadny pozadavek
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e druhy fadek odpovida hodnoté s=1; v§em 5 staviim v tomto fadku je spole¢né, ze v nich
je obsluhovan pravé jeden pozadavek

e tfeti fadek odpovida hodnoté s=2; v kazdém z 5 stavii tohoto fadku jsou obsluhovany
vzdy dva pozadavky

»Sloupce grafu odpovidaji riznym hodnotam stavové veli¢iny n=s+q udavajici
celkovy pocet pozadavki v systému: v prvnim sloupci je to 0 pozadavki, v druhém 1
pozadavek, v tietim 2 pozadavky, atd.

Na obr.2 je zobrazen graf dosaZitelnosti PN systému s parametry S=2 a Q=3, . Graf
dosazitelnosti PN systému s obecnymi parametry by mél S+1 fadkl a v kazdém tadku Q+2
stavil a tedy by celkem mél (S+1)(Q+2) stavl. Graf by byl vétsi, ale struktura obdobna.
Vsechny vlastnosti obecného systému miizeme proto studovat na jeho jednoduchém
konkrétnim ptiklad¢.

Z grafu dosazitelnosti na obr.2 mizeme dedukovat:

e PN systém je omezeny; misto pl je 4-omezené, mista p2, p3 jsou 2-omezena

e PN systém je Zivy; at’ se nachazime kterémkoliv stavu, vzdy je mozné piejit do stavu
v némz je kterykoliv (pfedem vybrany) pfechod proveditelny, tj. zddny ze Ctyt prechodl
t1, t2, t3, t4 neztraci vlastnost byt znovu proveditelny

e PN systém je reverzibilni; z kteréhokoliv z 15 dosazitelnych znaceni (stavil) je pocatecni
znaceni (0;0) dosazitelné

Az dosud jsme nas PN systém traktovali jako necasovanou (untimed) klasickou P/T
(place/transition) Petriho sit’. Pfiblizime se nyni blize ke skutecnosti tim, ze PN systém z obr. 1
budeme povazovat za ¢asovanou stochastickou Petriho sit’ (SPN). Pfedpokladame pak, ze
doba provedeni kazdého prechodu je nenulovd, ndhodnd, s exponencialnim rozdélenim a
charakterizovana jedinym ¢iselnym parametrem — intenzitou provadéni piechodu (pfevracena
hodnota intenzity je stfedni hodnota doby provadéni prechodu). Popis SPN ziskame z popisu
necasované PN tak, ze kazdému piechodu piifadime intenzitu jeho provadéni. Intenzita
daného pfechodii miize (ale nemusi) zaviset i na stavu ve kterém se systém nachazi (napf.
intenzita pfechodu t3 miZze byt ve stavu (2;2) jind nez ve stavu (2;1). Pfechody t1,t2,t3,t4
naseho ptikladu mizeme rozd€lit do dvou skupin: pomalé (t1,t3) a rychlé (t2,t4). Napft.
piechod t3 piedstavuje provadeéni obsluhy, ktera skute¢né trva; naproti tomu piechod t2
predstavujici zahajeni obsluhy je proveden prakticky okamzité (t€émto pfechodiim pfifazujeme
v SPN velmi velké intenzity, tj. prakticky nulové stfedni hodnoty). Na obr.2 jsou pomalé
ptechody vyznaceny plnou Sipkou a rychlé pfechody te€kovanou Sipkou.

Zobrazeni a feSeni realného systému - napt. naSeho systému hromadné obsluhy - ve
tvaru SPN je z teoretického hlediska sice velmi dobfe mozné, v praxi vSak nardzi na znacné
vypocetni problémy. Vede totiz na feSeni velkého systému rovnic, a to diferencialnich zajima-
li nds obecné feseni nebo algebraickych zajima-li nds jen ustalené feSeni. Navic koeficienty
téchto rovnic (utvofené z intenzit), jsou co do velikosti fadove extrémné odlisné. Ziskat feseni
je pak naroéné a piesnost vysledkil omezend. Zadouci je proto maximalné redukovat podet
stavl a pracovat s koeficienty, které se fadove pfrilis nelisi. Toho Ize docilit, budeme-li
povazovat PN systém z obr.1 za zobecnénou stochastickou Petriho sit’ (GSPN). GSPN — jak
jiz vySe bylo zminéno - uvazuje piechody dvojiho druhu: okamzité a trvajici s exponencialné
rozdélenou dobou trvani. Pi konfliktu pfechodi riiznych druhi vzdy vyhrava ptfechod
okamzity a tato skutecnost vede ke zmenseni poctu dosazitelnych stavi. Jestlize v né¢jakém
stavu (znaceni) jsou proveditelné dva ptechody, z toho jeden okamzity a druhy trvajici, pak
druhy nebude nikdy proveden. Neboli: jestlize z néjakého uzlu grafu dosazitelnosti vychazi
dv¢ hrany, z nichz jedna zobrazuje okamzity a druha trvaly ptechod, pak po druhé hrané se
nahodny proces probihajici v siti nikdy ubirat nebude. Mnozina stavl (uzli grafu
dosazitelnosti) pivodniho necasovaného PN systému se tak rozpadne na tii ¢asti:

e stavy do nichz se nahodny proces nikdy nedostane
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e stavy jimiz ndhodny proces probéhne, ale nezastavi se v nich (doba setrvani v téchto
stavech ma nulovou délku) ... vanishing states

e stavy v nichz ndhodny proces po urcitou dobu setrvava (doba setrvani v téchto stavech
ma nenulovou délku) ... tangible states

4. Redukovany graf dosazitelnosti

Pocinaje touto kapitolou, povazujeme uvazovany PN systém za GSPN. Piechody t2,t4
povazujeme za okamzité a prechody t1,t3 za trvajici. Eliminaci redln€ nedosazitelnych stavii
z mnoziny vSech teoreticky dosazitelnych stavl ziskame z grafu dosazitelnosti zobrazeného
na obr.2 novy graf, tzv. redukovany graf dosaZitelnosti - viz obr.3. Pivodni mnozina
teoreticky dosazitelnych stavll se rozpada na tfi podmnoziny:

1. redln€ nedosazitelné stavy: (0;2), (0;3), (0;4)

2. stavy jimiz systém jen prochazi: (0;1), (1;1), (1;2), (1;3), (2;4)

3. stavy v nichz systém setrvava: (0;0), (1;0), (2;0), (2;1), (2;2), (2;3), (2;4)
Stavy 1.skupiny nejsou na redukovaném grafu viibec zobrazeny, stavy 2.skupiny jsou
zobrazeny teckovanym ovalem a stavy 3.skupiny jsou nezménéné nakresleny plnym ovalem.
Podobné okamzité piechody jsou zobrazeny teCkovanymi Sipkami a casované (trvajici)
ptechody plnymi Sipkami.

Spravnost rozkladu lze ovéfit analyzou grafu dosaZitelnosti na obr.2 :
e Stav (0;2) je realné nedosazitelny. Zdlvodnéni:
0 Do tohoto stavu Ize prejit jedin€ ze stavu (0;1) provedenim prechodu t1.
0 Ve stavu (0;1) jsou proveditelné jen dva prechody t1 a t2.
0 Prechod t1 nebude nikdy proveden, protoze vzdy prohrava konflikt
s okamzitym piechodem t2.
e Stav (0;3) je realné nedosazitelny. Zdivodnéni:
0 Do tohoto stavu lze ptejit jedin€ ze stavu (0;2).
0 O stavu (0;2) bylo jiz dokazéano, Ze je realné nedosazitelny.
e Stav (0;4) je realné nedosazitelny. Zdtvodnéni:
0 Do tohoto stavu lze ptejit jedin€ ze stavu (0;3).
0 O stavu (0;3) bylo jiz dokazéano, Ze je realné nedosazitelny.
e Stavy (0;1), (1;1), (1;2), (1;3), (2;4) jsou stavy jimiZ systém jen prochazi, ale
nesetrvava v nich. Zdivodnéni:
0 Kazdy z téchto stavll je redln¢ dosazitelny z pocatecniho stavu (znaceni).
0 V kazdém z téchto stavi je proveditelny okamzity ptechod.
e Stavy (0;0), (1;0), (2:0), (2;1), (2;2), (2;3), (2;4) jsou stavy v nichZ systém setrvava.
Zduvodnéni:
0 Kazdy z téchto stavil je realné dosazitelny z pocatecniho stavu (znaceni).
0 Ve vSech téchto stavech jsou proveditelné jen ¢asované prechody.
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S

Obr.3 Redukovany graf dosazitelnosti GSPN systému

Stavy, jimiz systém jen prochazi, nejsou zajimavé pro vnéjsi pozorovatele a pro
analyzu chovani systému jsou bezvyznamné. Z vnéjSka pozorovatelné a pro navrh a analyzu
systému diilezité jsou pouze ty stavy, ve kterych systém setrvava (bez ohledu na dobu
setrvani). Redukovany graf dosazitelnosti je proto vhodné prekreslit do ptehlednéjsiho tvaru —
viz obr.4. Na tomto obrazku nejsou zobrazeny stavy 2.skupiny (jimiz se jenom prochazi, ale
ve kterych se nesetrvava) a na druhé stran¢ hrany mohou byt popsany proveditelnymi
posloupnostmi prechodii, posloupnostmi, které jsou-li provedeny, prevadéji systém
z vychoziho uzlu hrany (vychoziho stavu) do koncového uzlu (nasledného stavu). V kazdé
posloupnosti je praveé jeden piechod Casovany (jeho identifikator je vytistény tuéné). Délky
posloupnosti v naSem konkrétnim piipad¢ jsou 1 nebo 2—viz obr.4. VSimnéme si také, ze
podstatné stavy, ve kterych systém setrvava, mohou byt charakterizovany jedinym
parametrem N=s+( namisto dvojice parametrii (S;q).

1 2 4

0 t1.12 t1.t2 t1 3 t1 t1 5

Qoo 2= =G o= =G XG5 D
t3 3 t3.t2 3.2 t3.12

Obr.4 Redukovany graf dosazitelnosti GSPN systému — upravena verze
5. Graf pridruzeného markovského procesu

V modelu GSPN jsou doby vSech ¢asovanych pfechodil exponencidlné rozdélené,
samoziejme s obecné rtiznymi intenzitami. Zakladni vlastnosti exponencialné rozdélené
nahodné veliCiny je neexistence paméti (memoryless property). Pravdépodobnost, ze
v infinitesimalnim (nekoneé¢né malém) intervalu (t, t+dt) bude pfechod dokonéen nezavisi na
tom jak dlouho je jiz ptechod provadén (probihajici proces si nepamatuje jak dlouho jiz
probiha) a ma vzdy stejnou pravdépodobnost adt, kde o je jediny parametr exponencialniho
rozdéleni. Tento parametr ma v GSPN (tedy 1 v SPN) vyznam intenzity provadéni pfechodu a
jeho prevracend hodnota je stfedni hodnotou doby trvani.

Memoryless vlastnost umoziuje definovat ndhodny proces probihajici v GSPN (¢i
SPN) jako markovsky proces. Markovsky proces miize byt zadan a zobrazen orientovanym
grafem jehoz uzly predstavuji stavy procesu, hrany oznacuji mozné stavové zmény a popisky
hran udavaji infinitesimalni pravdépodobnosti ptislusnych stavovych zmén béhem
infinitesimalniho ¢asového intervalu dt. Podrobné informace o nahodnych a specialné
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markovskych procesech (vetné presnych definic a odvozeni) lze nalézt v ptiloze B ucebnich
textil).

Na obr.5 je zobrazen graf markovského procesu pridruzeného k zobecnéné
stochastické Petriho siti (GSPN) zobrazené redukovanym grafem dosazitelnosti na obr.4.
Mnozina stavil je u obou grafii totozna. Pravdépodobnosti pfechodli béhem elementarniho
casového intervalu dt odvodime snadno ze zad4ni zobrazovaného systému hromadné obsluhy:

e vSechny hrany mifici zleva doprava maji ohodnoceni Adt — to souvisi s tim, ze piechod
t1 generuje pozadavky na obsluhu vzdy s intenzitou A nezavisle na stavu systému

e vSechny hrany mifici zprava doleva maji ohodnoceni Kz, kde k = 1, 2 podle toho zda
prechod t3 znaci obsluhu jen jednoho pozadavku (v misté p2 je jen jeden token) nebo
znaci obsluhu dvou pozadavki (v misté p2 jsou dva tokeny)

e soucet ohodnoceni vSech hran vychézejicich z kazdého uzlu (stavu) musi byt pro
kazdy uzel (stav) roven jedné, nebot’ béhem infinitesimalni doby dt mize systém
piejit pouze do sousedniho stavu a nebo se stav systému nezméni. Ohodnoceni
smycek (pravdépodobnosti, ze systém béhem dt nezméni svij stav) je tedy
jednoznacn¢ dano ohodnocenim ,,vodorovnych* hran a sice:

1 — (soucet ohodnoceni vodorovnych hran vychazejicich z daného uzlu).dt

1-Adt 1-(A+w)dt 1-(A+2p)dt 1-(A+24)dt 1-(A+2p)dt 1-2udt

Obr.5 Graf pfidruzeného markovského procesu

Bez ztraty informace mizeme piidruzeny markovsky proces zobrazit Gispornéji tak, ze
hrany grafu ohodnotime pfimo intenzitami ptechodu — viz obr.6. Ze zjednoduseného grafu na
obr.6 lze graf ptidruzeného markovského procesu snadno zrekonstruovat.

| 1 2 4 5
A A A A A
u 24 2u 2u 2u
Obr.6 Zjednoduseny graf piidruzeného markovského procesu

6. Vypocet ustalenych pravdépodobnosti stavii

Soustavu hromadné obsluhy, popsanou v kap.1, jsme reprezentovali pomoci GSPN
(kap.2-4) a v piedchozi kap.5 jsme tuto reprezentaci transformovali na rovnocennou
reprezentaci pomoci markovského procesu se spojitym Casem (te<0; «)) a kone¢nou
mnozinou stavt (i€ {0,1,2,...,5}). Tento markovsky proces je pln¢ definovan stavovym
diagramem na obr.5. Zbyva vyftesit tento markovsky proces - jeho fesSeni pak dava odpoved’
na vSechny otazky tykajici se vychozi soustavy hromadné obsluhy.

Obecnym feSenim naseho markovského procesu je vektor funkei
1) = (m(0), m(), ..., (1), te<0; o),
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kde 7(t) udava pravdépodobnost, Ze systém se v okamziku te<0; o) nachézi ve stavu
i1€{0,1,2,...,5}. Mame-li obecné feseni, zname pravdépodobnost libovolného stavu
v libovolném okamziku. Z vyznamu funkci 7(t) vyplyva:
(1) m(t) > 0 pro vSechna te<0; «) a v§echna i€{0,1,2,...,5}
(2) m(t) + m(t) + ... + m5(t) = 1 pro vSechna te<0; ) ... nebot’ systém je v kazdém
okamziku v pravé jednom stavu
Dale ptedpokladame, ze v okamziku t=0 je systém ve stavu 0 (neboli (0;0)); odtud plyne
(3) m(0)=(1,0,0,0,0,0)

Obecné feseni 7(t) = (m(t), m(1),...,5(1)) je feSenim systému diferencialnich rovnic,
které sestavime na zakladé grafu markovského procesu z obr.5. Postup ilustrujme napft. pro
stav 1. S vyuzitim elementarnich vét o pravdépodobnostech dostavame

m(t+dt) = m(t).Adt + m(t).(1-(A+)dt) + m(t).2,udt
Odtud
(m(t+dt) - m()/dt = m(t).A + m1).(-(A+w)) + m1).2u,
neboli
m’ (1) = Am(t) - (A+ ) m(t) + 2um(t), (*)
kde 7;°(t) je prva derivace funkce 7;(t). Stejnym zplisobem ziskame zbyvajicich 5
diferencidlnich rovnic pro stavy 0,2,3,4,5. Dostavame tak systém 6 linearnich diferencidlnich
rovnic o 6 nezndmych funkcich m(t), zi(1),...,7z5(t). Lze ukéazat, Ze tento systém je zakonité
vzdy linearné zavisly a predstavuje tedy jen 5 nezavislych rovnic. Chybéjici rovnici
nahradime podminkou (2). Vztah (3) zadava po¢ateéni podminky pro tento systém.

V naprosté vétSin¢ praktickych ptipada existuje limita
= limy_,,, () = (im0 770(1), limy_,o, 771 (1), . . ., limieozs(t)) = (m0, 715, 75)

nezavisla na poc¢ate¢nim znacenim. Tak je tomu napf. tehdy, je-li graf markovského procesu
silné souvislym grafem. Ciselny vektor 7= (7, 71,..., 715) nazyvame vektorem ustalenych
pravdépodobnosti (steady state probabilities). Pfi startu ndhodného procesu, v okamziku t=0,
jsou pravdépodobnosti jednotlivych stavii stanoveny pocatecni podminkou 7(0)=
(1,0,0,0,0,0), pak se hodnoty pravdépodobnosti stavii pocnou menit, aby se po urcité dobé
ustalili na svych limitnich hodnotach 7=(m,,...,75). Déle se jiz s ¢asem neméni.

Pokud nas nezajimé chovani systému v pocate¢nim prechodném obdobi (toto obdobi
je relativné kratké), ale jen jeho chovani v ustaleném stavu (t7, 71,. .., 750t0 obdobi je
potencialné nekoneéné), pak cilem feSeni neni nalézt vektor funkci z(t)=(7(t), 7 (L), ..., (1)),
ale pouze vektor konstant 7z =(,7,...,75). K tomu neni zapotiebi fesit systém diferencidlnich
rovnic, ale postaci fesit mnohem jednodussi systém algebraickych rovnic. Postup ukazeme
opét na prikladé stavu 1 markovského procesu. Zapsanim limitniho pfechodu t—o0 na obou
stranach rovnice (*) dostaneme

limy007m (1) = A limieomo(t) - (A+20) limeyoo i (1) + 220 limyyo2(t)
a jeho provedenim pak jednouchou algebraickou rovnici

0=Am - (Atwm +2um . (**)

Obdobnym postupem nalezneme dalSich 5 algebraickych rovnic pro stavy 0,2,3,4,5. Ziskame
tak 6 rovnic o 6 neznamych 7, 7,...,75 a k tomu mame navic rovnici zy+m+...+75=1, kterou
nutné potiebujeme, nebot’ z prvnich 6 rovnic je jich jen 5 linearné nezavislych). Resenim
téchto rovnic nalezneme ustalené pravdépodobnosti stavil (jejich vyjadieni pomoci vstupnich
konstant A, u).
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Podle standardniho postupu (viz piiloha B k u¢ebnim textlim) nalezneme ustalené
pravdépodobnosti stavii markovského procesu feSenim nasledujiciho systému rovnic:
Q.7 =0, mtm+..+m=1, kde
7 je neznamy vektor ustalenych pravdépodobnosti chdpany jako sloupcovy vektor (jak je
v maticovych zapisech zvykem),

Q = (gjj) je Ctvercova matice intenzit piechodii; je-li 14, pak ¢jj znaci intenzitu pfechodu z i-
tého do j-tého stavu a diagonalni prvek Qi je roven zaporné vzatému souctu vSech
ostatnich prvku v i-tém fadku,

T je symbol transpozice matice,

0 je sloupcovy nulovy vektor (vSechny jeho prvky jsou nulové).

V naSem konkrétnim ptikladé mizeme stanovit matici intenzit ptechodti bezprostiedné

z obr.6. Nejdiive stanovime vSechny nediagonalni prvky matice pfepsanim intenzit z obr.6. do

matice. Diagonalni prvky matice stanovime pak tak, aby soucet prvki v kazdém tadku byl

nulovy. Matice intenzit pfechodu je zapsana v zaramované ¢asti nasledujici tabulky tab.1.

0 1 2 3 4 5
0 -A A 0 0 0 0
1 7 -(ﬂ,+lu) A 0 0 0
2 0 2u -(/1+2,u) A 0 0
3 0 0 2u -(;L+2y) A 0
4 0 0 0 2u -(ﬂ+2y) A
5 0 0 0 0 2u -2u

Tab.1 Matice intenzit pfechodl

Rovnice (**), kterou jsme vySe na ukazku odvodili, odpovida 2.sloupci matice Q, resp.
2 tadku matice Q' a rovnice (**) sama je 2.rovnici systému Q'.7z = 0.

Ukézeme zde jesté jeden supervyhodny zplisob nalezeni ustaleného feSeni
markovského procesu, ktery nevyzaduje zadna feSeni systému rovnic. Vychodiském této
metody je opét zjednoduSeny graf markovského procesu. Pro kazdy stav i procesu ur¢ime tzv.
,»globalni intenzitu 4, s intuitivnim vyznamem miry (intenzity) sméfovani nahodného
procesu do tohoto stavu. Ma-li graf markovského procesu jednoduchou linearni topologii, pak
vypocet globalnich intenzit pomoci lokélnich intenzit (intenzit v dosavadnim smyslu, tj.
intenzit ohodnocujicich jednotlivé hrany grafu) je mimotadné snadny. Pro tento pfipad je
globalni intenzita sméfovani do daného stavu definovéna jako prosty soucin intenzit v§ech
prechodt (zobrazenych hranami), jejichz provedeni piiblizuje stav procesu k danému stavu.

Vypocet takto definovanych globalnich intenzit pro markovsky proces z obr. 6 nésleduje:

W= p2u2u2u2u =240

y=A2u2u2pu2u =2

B=AA2u2u2u =220

B=AAA2u2u =222

wm=AAAA2u  =22'u

%= AAAAL =1
Ustélené pravdépodobnosti jednotlivych stavli 73 dostaneme tak, Ze vypoctené globalni
intenzity jednotlivych stavii % vydélime souctem vSech vSech globalnich intenzit, tj.

m= w(wtnt+ptptuty)  proi=0,1,2,3.4,5

Tato metoda je specidlnim piipadem obecnéjsi metody prezentované a dokazané v ¢lanku:
J.Markl. A Graph Method for Markov Models Solving. Acta Mathematica et Informatica
Universitatis Ostraviensis 1 (1993).
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7. Ukazatelé chovani systému

Zname-li ustalené pravdépodobnosti stavii systému hromadné obsluhy (markovského
systému, ktery systém hromadné obsluhy reprezentuje), miizeme pocitat rozmanité dalsi
pravdépodobnosti a jiné veli¢iny charakterizujici chovani systému. Jedna se zejména o
nasledujici charakteristiky:

e Pravdépodobnost ptijeti pozadavku do systému:
mtmtmtmton =1 - s
Pravdépodobnost odmitnuti pozadavku systémem:
75
e Pravdépodobnost, ze pfijaty pozadavek bude ¢ekat na obsluhu:
7Z'2+7Z3+7Z4
e Stiedni hodnota poctu obsluhovanych pozadavkl = stfedni hodnota poctu pracujicich
aparatti obsluhy:
0mt1 m 2 m 2 m+2 m+2 7s) = m+2(mt s+t 7s)
e Stiedni hodnota poctu pfijatych poZzadavkil ¢ekajicich na obsluhu:
07Z0+0 7T1+0 7Z2+1 7Z'3+2 T4 +3 JT5 = 7Z'3+2 T4 +3 75
e Stiedni hodnota poctu pozadavkl v systému obsluhy:
0t m+2m+t3mtdm+5 15 = m+2 m+3 ms+4 7w +5 75
e Stiedni hodnota poctu volnych (nepracujicich) aparat obsluhy:
2mytl m+0m+0m+07 +07ms = 2myt my
e Stiedni hodnota poctu obsazenych (pracujicich) aparatl obsluhy:
0t 1m+2m+2 m+2 my +2 705 = m+2(mt+myt 7y + 7s)
e Stfedni hodnota doby stravené pozadavkem v systému obsluhy:
O+l m+2m+t3mtadm +5ms)/ A = (m+2 m+3 m+4 m +5 75)/A 297?

Mnozina stavu {0,1,2,3,4,5} obsluzného systému (viz obr.6) se pfirozenym zptisobem
rozpadé na tfi ¢asti (superstavy):

e {01} ... pocetpozadavki v systému < pocet obsluznych aparati;
vznikaji ztraty z prostoji obsluznych aparat

o {2} ... pocet pozadavkl v systému = pocet obsluznych aparatii;
nevznikaji zadné ztraty

o {345} ... pocetpozadavki v systému > pocet obsluznych aparatu;

vznikaji ztraty z prostoju (¢ekani) pozadavki
Ve stavu 5 (systém je plny: vSechny aparaty obsluhy pracuji, fronta dosahla maximalné
mozné délky) vznikaji navic ztraty nedovolenim vstupu pozadavku do obsluzného systému
(odmitani moznych zakazniki). V ostatnich stavech tyto ztraty nevznikaji.

Spocitame celkové ztraty obsluzného systému za jednotku ¢asu. K tomu pottebujeme
znat nasledujici ekonomické parametry (jejich konkrétni hodnoty musi dodat ekonomicka
analyza):

Ci ... ztraty spojené s prostojem jednoho obsluzného aparétu za jednotku casu

C, ... ztraty spojené s ¢ekanim jednoho pozadavku ve fronté na obsluhu za jednotku

¢asu (napt. ekonomicka ztrata zdkaznika za jednotku ¢asu ¢ekani ve front¢)

C3 ... ztraty spojené s odmitnutim jednoho pozadavku v disledku plnosti systému
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Na zakladé téchto parametri mizeme stanovit o¢ekavané (stfedni) hodnoty ztrat celého
obsluzného systému:
C, ... stiedni hodnota ztrat spojenych s prostoji obsluznych aparatt za jednotku ¢asu,
C, ... stfedni hodnota ztrat spojenych s cekdnim pozadavki na obsluhu za jednotku
casu,
Cs ... stfedni hodnota ztrat spojenych s odmitanim pozadavkil (zdkaznikil) za jednotku
casu,
C ... stfedni hodnota celkovych ztrat spojenych s provozem daného obsluzného
systému za jednotku Casu.
Nésleduje vypocet:
C = Cl(stf.hodn. poctu VOlnyCh apar.) = C12m+1 m+0m+0m3+0m +0775) = C1(2 Myt 1)
C, = Cy(stt.hodn. poctu Cekajicich poz.) = Co(0m+0m+0m+1 m3+2 714 +3 715) = Co( m3+2 714 +3 715)
C; = c3(stf.hodn. poctu odmitnuti) = C3(0m+0m+0m+0m3+07 +1775) A = C37154
C=Ci+CtCs= C1(27Z()+7Z'1) + C2(7Z3+27Z'4 +3 7[5) + C3 s A
Posledni vzorec uddva miru neefektivnosti daného obsluzného systému s hodnotami S=2
(pocet servert, aparatl obsluhy), Q=3 (maximalni ptipustna délka fronty). U ndhodnych
systému nelze neefektivnost zcela potlacit (snizit na nulovou hodnotu), 1ze vSak docilit jeji
minimalni hodnoty optimalni volbou parametri S a Q.

8. Optimalizac¢ni tdlohy

Systém hromadné obsluhy s popsanou jednoduchou strukturou je jednoznaéné popsan
Ctvetici parametri (S, Q, 4, 1). Pfedstavme si nyni, Ze jsme v uloze navrhovatele obsluzné¢ho
systému, pro n¢hoz parametry A, 1 jsou dané parametry a ktery ma urcit parametry S, Q, tak,
aby systém pracoval co nejefektivnéji. Parametr A uruje oc¢ekavané mnozstvi pozadavkdl,
které vzniknou béhem jednotky Casu a které budou pozadovat obsluhu a parametr x udava
vykonnost obsluznych aparati, které mame k dispozici. Tyto parametry jsou vné&jsi a
predpokladame, ze navrhovatel je nemtize ovlivitovat. Naproti tomu volba hodnot parametrii S
(pocet obsluznych aparatl v systému) a Q (kapacita fronty ve které cekaji pozadavky na
obsluhu) je pIn¢ v rukach projektanta obsluzného systému. Ma systém navrhnout tak, aby
celkové provozni ekonomické ztraty zptisobené prostoji obsluznych aparati, cekanim
zékaznikl (pozadavkil) ve fronté a odmitanim zékazniki, byly co nejmensi. Aby to mohl
ucinit, musi znat jesté hodnoty ekonomickych parametri C;, C;, €3 definovanych v predchozi
kapitole. Cili matematicky formulovéano, jsou dany hodnoty veli¢in A, 4, C1, Cy, C3 a na
zaklad¢ nich maji byt hodnoty veli¢in S a Q tak, aby jisté kriterium efektivnosti bylo
optimalizovano (ekonomické kriterium provoznich ztrat bylo minimalizovano). Tu kriterialni
funkci C = C(S, Q; 4, 4, Cy, Cy, C3) v dalsim sestavime. (Pro uplnost jest¢ poznamenejme, Ze
v pravé formulovaném zadani optimaliza¢ni tillohy abstrahujeme od potizovacich nakladii na
vystavbu obsluzného systému — tyto ndklady samo sebou také zavisina S, Q.)

Markovsky model obsluzného systému je obdobny modelu z obr.6; 1isi se jen
kvantitativné a to tim, ze misto s konkrétnimi pocty S=2 (serveru, obsluznych aparati) a Q=3
(mist ve front€), budeme nyni pracovat s obecnymi pocty S, Q. Celkovy pocet stavi je pak
nikoliv (2+3)+1=6, ale (S+Q)+1.

Mnozina stavi {0,1,...,S-1,S,S+1,...,.S+Q-1,S+Q} obecného systému se pfirozenym
zpiisobem opét rozpadé na tfi ¢asti (superstavy):
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e {01,...S-1} ... pocet pozadavki v systému < pocet obsluznych aparatu;
vznikaji ztraty z prostoji obsluznych aparat
o (S} ... pocet pozadavkll v systému = pocet obsluZznych aparatii;

nevznikaji zadné ztraty
o {S+1,....S+Q-1,S+Q} ... pocet pozadavkl v systému > pocet obsluznych aparati;
vznikaji ztraty z prostoji (¢ekani) pozadavki

Ustélené feSeni markovského modelu obecného systému s nekonkretizovanymi
parametry S, Q budeme fesit opét grafovou metodou pomoci globalnich intenzit. Globalni
intenzity ptechodi y (i =0,1,...,5+Q) se piimo ode¢itaji z grafu, ktery je pfimocarym
zobecnénim grafu z obr.6. Ten, kdo si zobecnény graf nedokaze ihned ptedstavit, mize si jej
(1 s nezbytnymi s vyteCkovanymi ¢astmi) snadno nakreslit. Dale nasleduji vysledky pro pro
vSech S+Q+1 globalnich globalnich intenzit. Kazdy vysledek je prezentovan ve tfech
formach. Prva forma odpovida bezprostiednimu odectu z grafu. Kvili vétsi Citelnosti jsou
skupiny Ciniteld oddéleny podtrzitky tak, aby rozdéleni Ciniteld (lokalnich intenzit) do skupin
bylo v souladu s rozdélenim stavli do superstavii. Druhd forma vyjadiuje vysledky
v kompaktnim Gsporném tvaru — bez nutnosti vyteckovani chybé&jicich Cinitelti. Konecné treti
forma naznacuje jakym zptsobem by bylo mozné vyjadiit jedinou formuli vSechny globalni
Intenzity.

%= 2030 (S-Dp_Sp_Sp..Sp = (S-1)1.82°7*C = ((S-1)1/01).S2. 17 R.A°
n=A2u30.. . (S-1)pu_Sp_Su..Sp = (S-St 4 = ((S-DI/11).S° et Q)
= AA34 . (S-D S Sp..Su = ((S-1)1/2).8%07 2% = ((S-1)1/21).8% 17222

Yo = AAA (S D Su Sp..Su = (8-1).8% 22! = ((S-DI(S-2)1).82. L2+ 4!
5= AAA.AA_SuSu..Su = (S.p)1° = SRR

%1 = AAAAAA SuSu. .Sy = ST = gt Q1 51
Yora=AAAAAA_ASu.Su = 592 Q2 5 = 52 Q2 5

Yo+ = AAA AL AAASu = S.urt! = s/ A%

Y+ = AAA AL A_AAAA = 1O = S0 0250

Ustalené pravdépodobnosti jednotlivych stavii jsou dany formulemi:
m=p/(otnt. . sat st st ot seq)  pro i=0,1,2,...,5+Q

Znéame-li ustalené pravdépodobnosti, mizeme pocitat sttedni hodnoty ztrat tii riiznych
typt za jednotku ¢asu
C, = c¢y(stt.hodn. poctu volnych apar.) = ¢,(Sm+(S-1)m+...+75.1)
C, = Cy(stf.hodn. poctu Eekajicich poz.) = Co(7s11+2 w512 +.. . +Qm540)
C; = c3(stf.hodn. po€tu odmitnuti) = C377s+q 4
a také stfedni hodnotu celkovych ztrat

C=Ci+C+Cs= Cl(S7Z'0+(S-1)7Z'1+. )+ Co( s 2 s . .+Q7Z'3+Q) t C37s+Q A
piedstavujici hledanou kriterialni (a¢elovou) funkci. Tato funkce neni tak jednoduché, jak na

prvni pohled vypada. Optimalizacni proménné S, Q jsou skryty i ve vyrazech pro globalni
intenzity 5 a tedy 1 pro ustalené pravdépodobnosti 7. Kdybychom v kriterialni funkci
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rozvedli ustalené pravdépodobnosti pomoci globalnich intenzit a globalni intenzity rozvedli
dale pomoci lokélnich intenzit A, 1 a proménnych S, Q, ziskali bychom velice slozity vyraz.
Pro hledani extrému funkce C(S,Q) nelze pouzit klasickych metod matematické analyzy nejen
pro mimotadnou slozitost funkce, ale také proto, ze S, Q, nejsou realné veliCiny, ale veli¢iny
nabyvajici kladnych celych hodnot. Nejjednodussi metoda nalezeni dvojice (S,Q)
minimalizujici funkci C(S,Q) je metoda tabelizace této funkce. Tato metoda je vhodna také
proto, Ze mnoziny hodnot argumentii S a Q, které ptichazeji v uvahu pro extrém nebyvaji
prilis rozsahle.

Vsimnéme si jesté, ze volime-li specialné S=2 a Q=3, dostavame z obecnych vzorcl
uvedenych v této kapitole vysledky vypoctené v kapitole ptedchozi.

9. Zobecnéni

Systém hromadné obsluhy popsany v 1.kapitole (a nasledné¢ také modely tohoto
systému ve tvaru P/T PN, SPN, GSPN a ekvivalentnich markovskych systémi), mtze byt
v mnoha smérech modifikovan a zobecnén:

e Pozadavky na obsluhu mohou byt vicero typi, které se navzajem lisi:
O intenzitami ptichodu
O intenzitami obsluhy
O prioritou obsluhy
e Obsluzné aparaty mohou byt riznych typti navzajem se lisicich:
0 vykonnosti, tj. intenzitami obsluhy
0 specializaci, tj. pouzitelnosti pouze na vybrané typy pozadavka
e 7 fronty cekajicich pozadavki mohou odchazet ,,netrpélivé* pozadavky; proud
odchazejicich zdkaznikil je poissonovsky s danou intenzitou odchodu
e Fronta mize byt strukturovana do 2 nebo vice front podle prioritniho stupné
obsluhovanych pozadavki (nejdiive se obsluhuji pozadavky s vyssi prioritou
obsluhy).
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Appendix D:

Algoritmy analyzy P/T Petriho siti

1. Konstrukce grafu dosaZzitelnosti

Vstup: PN systém <P,T,1,0,HM >
Vystup: Orientovany graf <V,E> ptedstavujici graf dosazitelnosti PN systému v piipadé,
ze PN systém je omezeny. V opa¢ném piipad¢ indikace neomezenosti
PN systému.
Algoritmus:
1. Inicializace: <V,E>= <{ M,},.0>, M, neni oznaceno.
2. Dokud v mnozin¢ uzll V existuji neoznacené uzly vykonavej nasledujici operace:
2.1. Vyber neoznaceny uzel MeV a oznac jej.
2.2. Pro kazdy ptechod ¢, ktery je proveditelny pii znaceni M, provadé;:
2.2.1. Vypocitej znaceni M ‘ takové, ze M[t>M .
2.2.2. Existuje-li znaceni M ‘e V takové, ze M"’[o>M * pro né&jakou sekvenci
o aptitom M ‘je pokryvano M, pak algoritmus kon¢i praci s tim, ze
PN systém je neomezeny a tedy neexistuje kone¢ny graf dosazitelnosti.
2.2.3. Neexistuje-li zddné znaceni M ‘e V takové, ze M ‘=M "* (tj. znaceni M*
se dosud v mnozin¢ V nevyskytuje), pak V:=VU{M‘}, pficemz M* je
neoznaceny prvek mnoziny V.
224, E=EO{Mt M)}
3. Algoritmus kon¢i praci s tim, Ze PN systém je omezeny a jeho graf dosazitelnosti je
RG(M,) = <V,E>.

2. Vlastnosti bezpe¢nosti (marking invariances)

Vstup: Graf dosazitelnosti RG(M,)) . Vlastnost bezpe¢nosti /7.

Vystup: Odpovéd’ ano nebo ne podle toho, zda PN systém ma nebo nema vlastnost /7.
Algoritmus:
1. Inicializace: vSechny prvky mnoziny dosazitelnych stavii RS(M,)) povazuj za

neoznacené.
2. Dokud v mnozin€ RS(M,) existuji neoznacené stavy (znaceni) provadej nasledujici:

2.1. Vyber neoznaceny stav z M eRS(M,) a ozna ho.

2.2. Jestlize stav M nema nemd vlastnost /7 pak odpovéd je ne (PN systém nema
vlastnost /7).
3. Odpovéd je ano, PN systém ma vlastnost /7.
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3. Vlastnosti Zivosti (liveness invariances)

Vstup: Graf dosazitelnosti RG(),)) . Vlastnost zivosti /7.

Vystup: Odpovéd’ ano nebo ne podle toho, zda PN systém ma nebo nema vlastnost /7.
Algoritmus:
1. Dekomponuj graf dosazitelnosti RG(M,) na siln€ souvislé komponenty: C;,C,...,C..
2. Vytvor graf silné souvislych komponent RGS, tj. graf (V.E.), kde = {C},C,,...,C.} a
(Ci,t,Cj)eE. prave tehdy, kdyz existuje hrana (M,t,M “)eE), pficemz M je v C;, a M " je
v G, i#].
Ur¢i mnozinu F v8ech termindlnich silné souvislych komponent grafu RG®.
4. Pokud existuje aspon jedna komponenta C; v F':

4.1. Jestlize Zadné znaceni M z C; nema vlastnost /7, pak odpovéd’ zni ne, tj. PN

systém nema vlastnost /7.

4.2. Odstran C; z F.

5. Odpovéd zni ano, tj. PN systém ma vlastnost /7.

(O8]

4. Vypocet minimalnich p-invariantii (minimal p-semiflows) PN struktury

Vstup: Incidenéni matice C typu (m,n)=(|P|,|T|).
Vystup: MnoZina vSech minimalnich p-invarianti PN struktury definované matici C.

Algoritmus:
1. Inicializace: A = C, B =1, (I, je jednotkova matice fadu m = |P|).
2. Proj=1,2,...,n (n=|T|) provade;j:
2.1. Pridej ke slozené matici [A|B] vSechny fadky, které jsou linearnimi kombinacemi
s pfirozenymi koeficienty dvojic fadkl z matice [A|B] a které soucasné anuluji
Jj-ty sloupec matice A.
2.2. Vyskrtej z matice [A|B] vSechny fadky s nenulovym prvkem v j-tém sloupci
matice A.
3. VSechny fadky (p-invarianty) matice B pfeved’ do kanonického tvaru (tj. vydél kazdy
radek nejvétsim spole¢nym délitelem vSech jeho prvki).
4. Odstran z matice B vS§echny neminimalni p-invarianty (tj. vySkrtej z matice B vSechny
ty fadky, které ostfe pokryvaji néjaky jiny radek matice B).
5. Radky matice B piedstavuji iplny soubor minimalnich p-invarianti PN struktury
zadané inciden¢ni matici C.

5. Vypocet minimalnich t-invarianti (minimal t-semiflows) PN struktury

Lze vypocitat jako p-invarianty dualni PN struktury, tj. misto s inciden¢ni matici C typu
(m,n)=(|P|,|T|) pocitime s transponovanou matici C" typu (n,m)=(|T},|P|).



