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Cviceni 5

Pojmy nutné pro uspésné zvladnuti nésledujicich piikladi: algebraické struktury s jednou
operaci (gupoid, pologrupa, monoid, grupa, Abelova grupa) a jejich vlastnosti (Uz, As, Ko,
EJ, EN, EI, Idp). Morfismy a kongruence. Algebraické struktury s dvéma operacemi (svazy,
okruhy a télesa). Vlastnosti svazii (dplnost, komplementarita, distributivnost, modularita).
A jesté se vratime k izotonnimu (antitonnimu) zobrazeni z minulého cviceni.

Piiklad 1:

e Urcete vlastnosti nasledujicich algebraickych struktur (uzavienost, asociativnost, exis-
tence nulového (agresivniho) prvku, existence jednotkového (neutrdlniho) prvku, exis-
tence inverznich prvku, komutativita, idempotentnost).

Urcete typ algebraické struktury (grupoid, pologrupa, monoid, grupa, komutativni grupa).
Urcete podalgebry dané algebry.

Pokud existuje na dané algebraické struktuie netrivialni kongruence, tak ji urcete.

Urcete, zda mezi danou algebraickou strukturou (pfipadné alg. strukturou nad faktoro-
vou mnozinou) a (Zy,+) nebo (Zy, -) existuje n&jaky morfismus a uved'te ho.

a) (A,x), kde A ={a,b,c} d) (Zy,+),
*la b ¢ e) (B,>), kde B ={a,b,c,d}
ala a b N ‘ a b ¢ d
bla b a ala b ¢ d
c|b a ¢ b|b a d c
b) (A,o), kde A = {a, b, c} ¢clec d a b
ola b ¢ d|d ¢ b a
ala b c¢ ) (Z4y+),
b|lb ¢ a g) (Zs\ [0ls ),
¢cle a b h) ({0, 1A
c) (A, V), kde A ={a,b,c} i) ({0,14V
Q ‘ a b ¢ j) {a,b c} ), kde operace - je zfetézeni
ala a a slov,
bla b b k) (P(A x A),o), kde operace o je skladani
cla b c relaci.

Piiklad 2: Napiste Cayleyho tabulku pro danou operaci na daném nosic¢i, urcete o jakou
algebraickou strukturu se jednd a naleznéte vSechny podalgebry dané algebry. Pokud je dana
struktura grupou, tak urcete fady jednotlivych prvk.

a) (Z3,+), (Z3,-), (Z3\{0},-),
b) (Z4 . (Zs,-), (Zs \{0},-),
¢) (Zsy,+), (Zs, -y, (Zs \{0},),
d) (Ze,-) Z9\{0}, ),
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Piiklad 3: Uvazujte matici A = (? j) v algebraické struktuie (R¥?,.). Uréete strukturu,
kterou generuji mocniny tohoto prvku.

Piiklad 4: Na mnoziné celych ¢isel je dana relace Rs = {(a,b) € Z x Z, (a—b) mod 5 = 0}.
Ovéftte, zda je dand relace Rs ekvivalenci. Rozhodnéte, zda je dand relace Rs kongruenci na
algebraickych strukturach:

a) (Z,+)
b) (Z)_)
d) (Z,:)

Napiste Cayleyho tabulky pro operace a) — d) (pokud to je mozné) na faktorové mnoziné Zs
a urcete typy algebraickych struktur (Zs,operacey).

Priklad 5: Ovéite, zda néasledujici ekvivalence jsou kongruencemi na dané algebte.

Pozn. Z4 je mnozina zbytkovych tfid modulo 4. Zapisem X pak oznacujeme tu jednu zbyt-
kovou tiidu modulo 4, kterd je reprezentovéna ¢islem x, napi. 0 = {...,—4,0,4,8,...} a
1={..,-3,1,59,...}.

a) (Zg4,+4) a ekvivalence o, kterd indukuje nasledujici t¥idy rozkladu: [0]¢ = 0U2, [1], = TU3,
b) (Zs,+4) a ekvivalence B, ktera indukuje ndsledujici t¥{dy rozkladu: [0l = 0UT, [2] = 2U3,
¢) (Zsy+4) a ekvivalence vy, kterd indukuje nésledujici tifdy rozkladu: [0}, = 0, [1], = T,

+7 —
[z]y = 27 [3]y = 37
_.I_

Priklad 6: Zjistéte, zda dané zobrazeni f je morfismem mezi nasledujicimi algebraickymi
strukturami a urcete typ morfismus.

(Z,+) a (Z4,+) a f(x)=2x mod 4,

(Zy+) a (Z4,+) a f(x)=(2x mod 4)+
(Z (ZG» a f(x)=2
(R*
(R
(R

a
b

Qo

(R, —H a f(x) = log(x),
,+ R, -) a f(x) = e* (co musite zménit, aby se jednalo o izomorfismus?),
,+)a(R,+)af(x)=k-x.

)

)
)
)
)
)
)

—

Piiklad 7: Rozhodnéte a zduvodnéte, zda je zadand relac¢ni struktura svazem.

a) (A,a),kde A ={a,b,c,d, e}, T ={(q,c),(a,f),(b,c),(b,d), (c,e), (f,e),(d,e)}, « = RE(TR(T))
b) (B,f), kde B={x € N,36modx =0}a (x,y) € pf & ymodx =0

c) (P(ﬂ 2,3}),9)

d) (E.e), kde E=N—{0}a (x,y) € e & xly
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e) (Fad))? kde F = {Cl,b,C, d,e,f, 9}3 0= {(aab)> (aa C)a (a) e)) (b) d)a (6, d)a (e)f)> (C> d)a (da 9), (fa 9)}
a ¢ = 1d(F) U Tr(6)

f) (G7Y)a kde G ={a,b,c,e¢,f, g}a p ={(a,b),(a,e), (b, 9)» (e, ), (gaf)} ay=1d(G)UTr(p)

g) (Hyx), kde H=N, x ={(0, 1)} U{(0,x), kde x € {2,3,4,.. }}U{(x,1),kde x € {2,3,4,...}}
ay=1d(H)Ux

h) (Zaw)a kde Z = {a)b)C) d, e,f}, p = {(a)b)a(a)c))(b) d))(b)e))(c) d),(c,e),(e, f))(d>f)}’
w = RE(TR(p))

Priklad 8: Pro svazy z piikladu 7 ovéite, zda spliuji distributivni zékony ( a /A (bV ¢) =
(aAb)V(aAc)aaV(bAc)=(aVb)A(aVc)) & zdkony modularity (pro a > ¢ :
aAN(bVe)=(aAb)Vcaproa<c:aV(bAc)=(aVb)Ac). Urcete, které z nalezenych
svazu jsou distributivni a které modularni. Ovéite, zda jsou tyto svazy komplementdrnimi
(tj. existuje svazova 0, 1 a kazdy prvek mé alespon jeden komplement, kde pro komplement
plati: aAa’=0a aV a’=1) a pripadné jsou dokonce booleovskymi.

Piiklad 9: Rozhodnéte, které z nasledujicich algebraickych struktur jsou okruh, unitarni
okruh, obor, obor integrity, téleso ¢i pole.

a‘) (Z3 +)‘)7 e) (Q)+)')a

b) ({O) 1}7 \/) /\)7 f) (R) +) ')7

C) (Z42)+)')a g) (R+)+) )a
d) (Zp,+,-), kde p je prvocislo, h) (R™™4)



