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Cvičeńı 5

Pojmy nutné pro úspěšné zvládnut́ı následuj́ıćıch př́ıklad̊u: algebraické struktury s jednou
operaćı (gupoid, pologrupa, monoid, grupa, Abelova grupa) a jejich vlastnosti (Uz, As, Ko,
EJ, EN, EI, Idp). Morfismy a kongruence. Algebraické struktury s dvěma operacemi (svazy,
okruhy a tělesa). Vlastnosti svaz̊u (úplnost, komplementarita, distributivnost, modularita).
A ještě se vrát́ıme k izotonńımu (antitonńımu) zobrazeńı z minulého cvičeńı.

Př́ıklad 1:

• Určete vlastnosti následuj́ıćıch algebraických struktur (uzavřenost, asociativnost, exis-
tence nulového (agresivńıho) prvku, existence jednotkového (neutrálńıho) prvku, exis-
tence inverzńıch prvk̊u, komutativita, idempotentnost).

• Určete typ algebraické struktury (grupoid, pologrupa, monoid, grupa, komutativńı grupa).

• Určete podalgebry dané algebry.

• Pokud existuje na dané algebraické struktuře netriviálńı kongruence, tak ji určete.

• Určete, zda mezi danou algebraickou strukturou (př́ıpadně alg. strukturou nad faktoro-
vou množinou) a (Zk,+) nebo (Zk, ·) existuje nějaký morfismus a uved’te ho.

a) (A, ∗), kde A = {a, b, c}

* a b c

a a a b
b a b a
c b a c

b) (A, ◦), kde A = {a, b, c}

◦ a b c

a a b c
b b c a
c c a b

c) (A,♡), kde A = {a, b, c}

♡ a b c

a a a a
b a b b
c a b c

d) (Z2,+),

e) (B, ⌣̈), kde B = {a, b, c, d}

⌣̈ a b c d

a a b c d
b b a d c
c c d a b
d d c b a

f) (Z4,+),

g) (Z5 \ [0]5, ·),
h) ({0, 1},∧),

i) ({0, 1},∨),

j) ({a, b, c}∗, ·), kde operace · je zřetězeńı
slov,

k) (P(A × A), ◦), kde operace ◦ je skládáńı
relaćı.

Př́ıklad 2: Napǐste Cayleyho tabulku pro danou operaci na daném nosiči, určete o jakou
algebraickou strukturu se jedná a nalezněte všechny podalgebry dané algebry. Pokud je daná
struktura grupou, tak určete řády jednotlivých prvk̊u.

a) (Z3,+), (Z3, ·), (Z3 \ {0}, ·),
b) (Z4,+), (Z4, ·), (Z4 \ {0}, ·),
c) (Z5,+), (Z5, ·), (Z5 \ {0}, ·),
d) (Z9, ·), (Z9 \ {0}, ·),



2 Matematika pro zpracováńı znalost́ı (2025/2026) – cvičeńı 5

Př́ıklad 3: Uvažujte matici A =
(
0 −1
1 −1

)
v algebraické struktuře (R2x2, ·). Určete strukturu,

kterou generuj́ı mocniny tohoto prvku.

Př́ıklad 4: Na množině celých č́ısel je dána relace R5 = {(a, b) ∈ Z×Z, (a− b) mod 5 = 0}.
Ověřte, zda je daná relace R5 ekvivalenćı. Rozhodněte, zda je daná relace R5 kongruenćı na
algebraických strukturách:

a) (Z,+)

b) (Z,−)

c) (Z, ·)
d) (Z, :)

Napǐste Cayleyho tabulky pro operace a) – d) (pokud to je možné) na faktorové množině Z5

a určete typy algebraických struktur (Z5, operacex).

Př́ıklad 5: Ověřte, zda následuj́ıćı ekvivalence jsou kongruencemi na dané algebře.

Pozn. Z4 je množina zbytkových tř́ıd modulo 4. Zápisem x pak označujeme tu jednu zbyt-
kovou tř́ıdu modulo 4, která je reprezentována č́ıslem x, např. 0 = {. . . ,−4, 0, 4, 8, . . .} a
1 = {. . . ,−3, 1, 5, 9, . . .}.

a) (Z4,+4) a ekvivalence α, která indukuje následuj́ıćı tř́ıdy rozkladu: [0]α = 0∪2, [1]α = 1∪3,
b) (Z4,+4) a ekvivalence β, která indukuje následuj́ıćı tř́ıdy rozkladu: [0]β = 0∪1, [2]β = 2∪3,
c) (Z4,+4) a ekvivalence γ, která indukuje následuj́ıćı tř́ıdy rozkladu: [0]γ = 0, [1]γ = 1,

[2]γ = 2, [3]γ = 3,

d) (Z4,+4) a ekvivalence δ, která indukuje následuj́ıćı tř́ıdu rozkladu: [0]δ = {x; x ∈ Z}.

Př́ıklad 6: Zjistěte, zda dané zobrazeńı f je morfismem mezi následuj́ıćımi algebraickými
strukturami a určete typ morfismus.

a) (Z,+) a (Z4,+) a f(x)=2x mod 4,

b) (Z,+) a (Z4,+) a f(x)=(2x mod 4)+1,

c) (Z6,+) a (Z6,+) a f(x)=2x,

d) (R+, ·) a (R,+) a f(x) = log(x),

e) (R,+) a (R, ·) a f(x) = ex (co muśıte změnit, aby se jednalo o izomorfismus?),

f) (R,+) a (R,+) a f(x) = k · x.

Př́ıklad 7: Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda je zadaná relačńı struktura svazem.

a) (A,α), kdeA = {a, b, c, d, e}, τ = {(a, c), (a, f), (b, c), (b, d), (c, e), (f, e), (d, e)}, α = RE(TR(τ))

b) (B,β), kde B = {x ∈ N, 36modx = 0} a (x, y) ∈ β ⇔ y mod x = 0

c) (P({1, 2, 3}),⊆)

d) (E,ϵ), kde E = N− {0} a (x, y) ∈ ϵ ⇔ x|y
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e) (F,ϕ), kde F = {a, b, c, d, e, f, g} a θ = {(a, b), (a, c), (a, e), (b, d), (e, d), (e, f), (c, d), (d, g), (f, g)}
a ϕ = id(F) ∪ Tr(θ)

f) (G,γ), kde G = {a, b, c, e, f, g}, ρ = {(a, b), (a, e), (b, g), (e, f), (g, f)} a γ = id(G) ∪ Tr(ρ)

g) (H,χ), kde H = N, χ = {(0, 1)} ∪ {(0, x), kde x ∈ {2, 3, 4, . . .}} ∪ {(x, 1), kde x ∈ {2, 3, 4, . . .}}

a γ = id(H) ∪ χ

h) (Z,ω), kde Z = {a, b, c, d, e, f}, ρ = {(a, b), (a, c), (b, d), (b, e), (c, d), (c, e), (e, f), (d, f)},
ω = RE(TR(ρ))

Př́ıklad 8: Pro svazy z př́ıkladu 7 ověřte, zda splňuj́ı distributivńı zákony ( a∧ (b∨ c) =
(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) a a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)) či zákony modularity (pro a ≥ c :
a∧ (b∨ c) = (a∧ b)∨ c a pro a ≤ c : a∨ (b∧ c) = (a∨ b)∧ c). Určete, které z nalezených
svaz̊u jsou distributivńı a které modulárńı. Ověřte, zda jsou tyto svazy komplementárńımi
(tj. existuje svazová 0, 1 a každý prvek má alespoň jeden komplement, kde pro komplement
plat́ı: a∧ a ′ = 0 a a∨ a ′ = 1) a př́ıpadně jsou dokonce booleovskými.

Př́ıklad 9: Rozhodněte, které z následuj́ıćıch algebraických struktur jsou okruh, unitárńı
okruh, obor, obor integrity, těleso či pole.

a) (Z,+, ·),
b) ({0, 1},∨,∧),

c) (Z42,+, ·),
d) (Zp,+, ·), kde p je prvoč́ıslo,

e) (Q,+, ·),
f) (R,+, ·),
g) (R+,+, ·),
h) (Rn×n,+, ·).


