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Cvičeńı 4

Pojmy potřebné pro zvládnut́ı tohoto cvičeńı:
uspořádaná množina; Hasse̊uv diagram; svaz jako relačńı struktura; úplný svaz; izotonńı zob-
razeńı; pevný bod zobrazeńı; operace na množinách; vlastnosti binárńıch homogenńıch operaćı
(uzavřenost, asociativita, komutativita, idempotentnost); existence nulového či jednotkového
prvku na množině v̊uči dané operaci; existence inverzńıch prvk̊u; distributivńı zákony, algebry,
podalgebry, řád grupy.

Př́ıklad 1: Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda je zadaná relačńı struktura poset (částečně
neostře uspořádaná množina). Pokud se jedná o poset, tak ho vhodně znázorněte (např.
Hasseovým diagramem) a určete, zda je svazem či dokonce úplným svazem. Tr(R) (Re(R))
označuje tranzitivńı (reflexivńı) uzávěr relace R.

a) (A,α), kdeA = {a, b, c, d, e, f, g} a, η = {(a, b), (a, c), (a, e), (b, d), (c, f), (e, d), (e, f), (c, d), (d, g), (f, g)}
a α = id(A) ∪ Tr(η),

b) (B,β), kde B = {x ∈ N, 20 mod x = 0} a (x, y) ∈ β ⇔ y mod x = 0,

c) (P({1, 2, 3, 4}),⊆),

d) (D, δ), kde D = {a, b, c, d, e, f, g}, τ = {(a, b), (a, c), (a, e), (b, g), (c, f), (e, d), (g, d), (e, f)}
a δ = idD ∪ Tr(τ),

e) (E, ε), kde E = N− {0} a (x, y) ∈ ε ⇔ x|y (tj. x celoč́ıselně děĺı y),

f) (F,φ), kde F = {a, b, c, d, e, f, g} a θ = {(a, b), (a, c), (a, e), (b, d), (e, d), (e, f), (c, d), (d, g), (f, g)}
a φ = idF ∪ Tr(θ),

g) (G,γ), kde G = {a, b, e, f, g}, ρ = {(a, b), (a, e), (b, g), (e, f), (g, f)} a γ = idG ∪ tr(ρ),

h) (H,σ), kde H = N, χ = {(0, 1)} ∪ {(0, x), kde x ∈ {2, 3, 4, . . .}} ∪ {(x, 1), kde x ∈ {2, 3, 4, . . .}}

a σ = idH ∪ χ,

i) (I, ι), kde I = {a, b, c, d, e, f}, ι = Tr(Re({(a, b), (b, c), (c, d), (c, e), (d, f), (e, f)})),

j) (J, κ), kde I = {a, b, c, d, e, f}, κ = Tr(Re({(a, c), (b, c), (c, d), (c, e), (d, f), (e, f)})),

k) (N,≤),

l) (L,≤), kde L = {x ∈ Q; |x| < π},

m) (M,≤), kde M = {x ∈ R; |x| < π},

n) (N,≤), kde N = {x ∈ Q; |x| ≤ 3.14},

o) (O,≤), kde O = {x ∈ R; |x| ≤ 3.14}.

Př́ıklad 2: Pro následuj́ıćı úplné svazy (B,β), (P({1, 2, 3},≤), (F,φ)) a (G,γ) z př́ıkladu 1
sestrojte jedno izotonńı a jedno antitonńı zobrazeńı.
U každého zobrazeńı rozhodněte, zda je injektivńı, surjektivńı nebo bijektivńı.
Ověřte, zda inverzńı relace k těmto zobrazeńım jsou také zobrazeńımi.
U izotonńıch zobrazeńı fi1, f

i
2, f

i
3 určete množinu pevných bod̊u.

Na svazu (F,φ) sestrojte zobrazeńı, které neńı ani izotonńı, ani antitonńı, a vysvětlete proč.

a) fi1 : B → B, fa1 : B → B,

b) fi2 : P({1, 2, 3}) → P({1, 2, 3}), fa2 : P({1, 2, 3}) → P({1, 2, 3}),

c) fi3 : F → F, fa3 : F → F,
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d) fi4 : G → F, fa4 : G → F.

Př́ıklad 3: Zopakujte si pojem operace. Jaké znáte nulárńı, unárńı a binárńı operace na:

a) množině celých č́ısel,

b) množině reálných č́ısel,

c) množině n-dimenzionálńıch reálných vektor̊u,

d) množině čtvercových regulárńıch matic dimenze n,

e) množině binárńıch homogenńıch relaćı,

f) množině jazyk̊u nad abecedou {a, b},

g) množině formuĺı výrokové logiky,

h) množině neorientovaných graf̊u s n vrcholy.

Př́ıklad 4: Ověřte, zda má daná binárńı homogenńı operace na daném nosiči některé z těchto
vlastnost́ı - uzavřenost, asociativitu, komutativitu, idempotentnost a zda existuje pro danou
operaci nulový prvek, jednotkový prvek a ke každéme prvku inverzńı prvek nosiče. Na závěr
určete typ dané algebraické struktury.

a) (N,+),

b) (N,−),

c) (N, ·),
d) (N, :),
e) (N,min),

f) (Z,−),

g) (Z6,+),

h) (Z6, ·),

i) (Z7 \ [0], ·),
j) (R,+),

k) (R,−),

l) (R, ·),
m) (R, :),
n) (Rn,+),

o) (Rn,−),

p) (Rn×n, ·),

q) ({0, 1},∨),

r) ({0, 1},∧),

s) (Σ∗, ·), kde Σ∗ = ∪i≥0Σ
i

a Σ je konečná, neprázdná
abeceda a operace · je
zřetězeńı slov z Σ∗,

t) (P(A×A), ◦), kde ◦ repre-
zentuje skládáńı relaćı.

Př́ıklad 5: Ověřte, zda pro zadanou dvojici binárńıch operaćı na určené množině plat́ı, že
prvńı operace je distributivńı vzhledem k druhé operaci (př́ıpadně, zda plat́ı levý či pravý
distributivńı zákon):

a) (R,+, ·)
b) (R, ·,+)

c) (R, ·,−)

d) (R, :,+)

e) (R, :, ·)

f) (R, ·, :)
g) (Rn×n, ·,+)

h) ({0, 1},∨,∧)

i) ({0, 1},∧,∨)

Př́ıklad 6: Určete vlastnosti následuj́ıćıch algebraických struktur (uzavřenost, asociativnost,
existence nulového (agresivńıho) prvku, existence jednotkového (neutrálńıho) prvku, existence
inverzńıch prvk̊u, komutativita, idempotentnost). Určete typ algebraické struktury (grupoid,
pologrupa, monoid, grupa, komutativńı grupa).
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a) (A, ∗), kde A = {a, b, c}

* a b c

a c a b
b a b a
c b a c

b) (A, ◦), kde A = {a, b, c}

◦ a b c

a a b c
b b c a
c c a b

c) (A,♡), kde A = {a, b, c}

♡ a b c

a a a a
b a b b
c a b c

d) (A,♠), kde A = {a, b, c, d}

♠ a b c d

a a b c d
b b a d c
c c d a b
d d c b a

e) (Z,+),

f) (Z, ·),
g) (Z4,+),

h) (Z4 \ [0]4, ·),
i) (Z5 \ [0]5, ·),
j) (R+, ·),

Př́ıklad 7: Nalezněte všechny podalgebry algeber z př́ıkladu 6. Pokud je daná struktura
grupou, tak určete řády prvk̊u a strukturu, kterou generuj́ı mocniny konkrétńıho prvku.
Najděte na nosič́ıch algeber ekvivalence, které jsou kongruencemi.


