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Cviceni 2

Pojmy potfebné pro zvladnuti cviceni: binarni homogenni a heterogenni relace, identicka
relace, sklddani relaci, relace inverzni, relace tolerance, t¥idy tolerance, pokryti mnoziny, relace
ekvivalence, tiidy ekvivalence, rozklad mnoziny, faktorovd mnozina a kanonické zobrazeni,
uzavérovy systém a uzavérovy operator, grafy, hypergrafy a simplicidlni komplexy, jadro
grafu.

Priiklad 1: Je déna bindrni homogenni relace p € X x X, kde X = {a,b,c,d,e}, p =
{(a,b), (a,d), (b,c), (b,d), (b,e), (c,e),(d,c)}.

) Zakreslete relaci p pomoci grafu,
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) vytvoite matici sousednosti A(p),
) uréete prvky relace p o p,
) zakreslete do grafu a napiste matici sousednosti A(p o p)

[oVENe!

) spoctéte matici A(p)?.
) Jaky je vztah mezi A(p)? a A(pop)?
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g) Urcete vlastnosti relace p.
h) Urcete jednotlivé uzdvéry (reflexivni, symetricky, tranzitivni a ekvivalenéni) relace p. Je
néktery z téchto uzdvéru uspordadanim?

Priklad 2: Urcete vSechny relace ekvivalence (ei,i =1,2,3,...) na mnoziné X = {a, b, c, d}.
Pro dveé rtizné netrividlni ekvivalence urcete:
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€i N €; a ovéite, zda je prunik dvou ekvivalenci vzdy ekvivalenci,

=3

)

) e U €j a oveite, zda je sjednoceni dvou ekvivalenci vzdy ekvivalenci,
) e}‘ pro k € {2, 3,4},
)
)

Qo

tfidy rozkladu dle ekvivalence €; na mnoziné X (tj. [x]¢, pro x € X),

@

faktorovou mnozinu (rozklad) podle dané ekvivalence (X/€;) a zapiste kanonické zobrazeni
mnoziny X na X/e€;j.
f) mozné Du: schématicky vypiste vSechny ekvivalence na pétiprvkové mnoziné B = {1, 2, 3,4,5}.

Piiklad 3: Rozhodnéte, kterd z nédsledujicich relaci na Z x Z je ekvivalence a pro ty, které
jsou ekvivalence, najdéte tiidu ekvivalence [(3,4)]g, proi=1,2,3,4:

a) Ry ={((a1, az), (b1, b2));arbs = azby},

b) Ry ={((a1, az), (b1,b2));a1 +bs = az + by},
c) Rz ={((a,az),(b1,b2));a1 —az = by — b},
d) Ry ={((a1,az), (b1,b2));a1 —az =by — by}

Priklad 4: Na mnoziné A ={a,b,c,d, e} je ddna relace o = {(a,b), (c,b), (d,e)}.

a) Vytvoite Sy(Re(o)) =T,
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b) vytvoite Tr(Sy(Re(0))) =€,

c¢) pro vytvofenou relaci tolerance T urcete tfidy tolerance a toleranci indukované pokryti,

d) pro vytvorenou relaci ekvivalence € urcete tiidy ekvivalence a ekvivalenci indukovany
rozklad.

e) Vytvoite faktorovou mnozinu mnoziny A dle ekvivalence €.

f) Zapiste kanonické (pfirozené) zobrazeni f mnoziny A na faktorovou mnozinu A/e. Kano-
nické zobrazeni je surjekci, injekci, bijekci ¢i ani jedno z diive uvedenych?

Piiklad 5: Pripomente si definici uzavérového systému a vlastnosti uzavérového operatoru.
Rozhodnéte, zda jsou uvedené systémy mnozin uzavérovymi systémy. Pokud jsou, tak urcete
uzdvér dané podmnoziny X; v daném uzdvérovém systému. Je ddna mnozina A ={a, b, c, d}.

a) G C P(A), G = {{a}) {b}) {C}){a) b}) A}a X1 = {ba C}7

b) G C P(A)7 C = {(Z),{(l}, {b}> {C}){a> b}) A}, Xy = {b) C},

C) G C P(A) C3= {{a}>{aa C},{Cl, b}){a) d}){a) b, C}>{a) b, d}) {Cl, Cy d}) A}7 X3 = {b> C}a

d) C4 CP(AXA),C={RC A xA,R je souvisld}, X4 ={(a,b), (b,c),(c,d), (d,a)},

e) Cs C P(A X A)a Cs = {R CAXARJe ﬁplnzi}, X5 = {(a7b)) (b,C), (C> d)) (d) a)}7

£) Cs C P(A x A), Cs = (R C A x A, R je tranzitivn{}, Xs = {(a, b), (b, ), (¢, d), (d, @)},
g) C; CP(A xA),C; ={R C A x A,R je ekvivalenci}, X; ={(a,c), (b, b), (d, b)},

h) Cs CP(A x A), Cg ={R C A x AR je antisymetrickd}, Xg ={(a,c), (b,b), (b,c)}.

Priklad 6: Ovérte, zda dédle uvedené mnoziny relaci p; € P(A x A), kde A # 0, tvori
uzaveérovy systém na A x A.
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p1 jsou vSechny reflexivni relace,

=3

P2 jsou vSechny ireflexivni relace,

o

p3 jsou vSechny symetrické relace,
p4 jsou vSechny asymetrické relace,

@

p5 jsou vSechny tranzitivni relace,

—

Pe jsou vSechny relace tolerance,
p7 jsou vSechny relace ekvivalence,

Zrzzo2zoZ2
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ps jsou vSechny relace usporadani.

Priklad 7:  Nasledujici socidlni situaci reprezentujte pomoci grafu, hypergrafu a sim-
plicidlniho komplexu. A,B,C spolu chodi na pivo, B,C,D spolu chodi do skoly, B,D,E spolu
hraji deskové hry, A,D spolu hraji tenis, D,F spolu bydli, B,F spolu jezdi busem a E,F jsou
sourozenci. Hypergraf zakreslete ve formé bipartitniho grafu (pro snazsi prehlednost).

Uved'te, které informace se ztraci/uchovavaji v kazdé z uvedenych reprezentaci).

Piiklad 8: Pomoci orientovaného grafu zakreslete feseni nasledujiciho problému. Ctyfi
vyletnici maji prekonat hlubokou rokli, pies kterou vede most, protoze na druhé strané rokle
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jim za 60 minut jede autobus do civilizace. Bohuzel je most jiz vetchy a taky je uz tma (je
zimni semestr). Takze prechdzet pres most mohou najednou nejvyse dvé osoby, které si musi
svitit svou jedinou slabou baterkou (jsou to odpurci mobilnich technologii a nemaji mobily)
osvétlujici jen maly prostor kolem. Navic ma kazdy z téchto ¢tyt lidi jinou fyzickou kondici.
Prvni zvladne piekrocit most na druhou stranu za 5 minut, druhy za 10 minut, tieti za 20
minut a ¢tvrty za 25 minut. Stihnou vsichni vyletnici ten posledni bus za 60 minut?

Piiklad 9: Uvazujme k hromadek sirek, kdy v i-té hromédce je ny > 1 sirek, i =1,...,k.
Hraci stiidavé odebiraji sirky z hroméadek. V daném tahu si hra¢ zvoli hroméadku, z které bude
odebirat (kde jesté nejsou odebrany vsechny sirky) a odebere minimélné jednu a maximalné
v8echny sirky vybrané hromadky. Hrac, ktery odebere posledni sirku, vyhral.

a) Nakreslete grafy (uzly = mozné stavy), které odpovidaji hram Nim(2,2) a Nim(3,2).
b) Urcete jadro grafu pro Nim(2,2) a Nim(3,2).



